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               Pirjo Tikkanen 
 

                           YHTEISTYÖN VOIMAA 
 
 
Toiminnallinen Varga—Neményi –yhdistyksemme ry täyttää tänä vuonna 2010 
viisi vuotta. Yksi yhdistyksen tavoitteista on tehdä tunnetuksi matematiikan 
Varga—Neményi –opetusmenetelmää Suomessa niin, että menetelmän 
soveltajilla on perusteet pedagogiselle valinnalleen. Yhdistyksen juhlavuosi 
houkuttaa arvioimaan, miten olemme onnistuneet edistämään Varga—
Neményi –menetelmän tuntemusta. 

Merkittävin kokoomateos menetelmästä on Eira Korpisen toimittama 
Matematiikkaa unkarilaisittain Suomessa ja Unkarissa, joka ilmestyi Tutkiva 
opettaja –sarjassa vuonna 2005. Artikkelissaan Oppilaan minäkäsityksen ja 
itsetunnon kehittämisestä Korpinen esittää kymmenen perustetta, miksi 
vargalainen menetelmä on tuloksellinen. 

Teos taltioi myös autenttisen Tamás Vargan näkemyksen matematiikan 
opetuksen kehittämisestä Paavo Malisen haastattelussa: Opetuksen 
kehittäminen ja uudistaminen perustuu matemaatikkojen, opettajien ja 
tutkijoiden saumattomaan yhteistyöhön. Opetuksen uudistaminen on 
ihanteellisimmillaan kiireetöntä. Tavoiteltujen muutosten siirtyminen 
käytäntöön kestää useita kymmeniä vuosia, ellei peräti sata vuotta. 

Matematiikkaa unkarilaisittain Suomessa ja Unkarissa –teoksessa Marjatta 
Näätänen pohtii matemaatiikon silmin Varga—Neményi –menetelmän  
perusteita laadukkaasta opetuksesta: Lasten konkreettinen ja systemaattisesti 
ohjattu toiminta on matemaattisen ajattelun pohja. Samalla kehittyvät lapsen 
motoriikka, tarkkaavaisuus, muisti ja yleinen ajattelukin. Lapsen kehitystä 
myötäilevä kieli ja päättely tukevat toisiaan. Matematiikan sisällöt punoutuvat 
kokonaisvaltaisesti toisiinsa. Matematiikan kokonaisvaltaisuus ehkäisee 
irrallisen pirstaletiedon syntymistä ja vahvistaa tiedon yhtenäistä rakentumista. 

Media on merkittävä tekijä yhteiskunnallisessa muutoksessa, niin myös 
matematiikan opetuksen kehittämisessä. Se voi välittää negatiivisia tai 
positiivisia asenteita matematiikkaan, sen opetukseen ja oppimiseen. Meidän 
onneksemme media on vankasti edistänyt myönteistä asennoitumista 
unkarilaiseen matematiikan pedagogiikkaan. Seuraava otsikot viestivät 
myönteisestä julkisuudestamme: 
 

 Havainnollisuus avaa matematiikan oppimisen salpoja 

 Matematiikan taikapiiri 

 Suorittamisen sijaan ajattelua 

 Elämyksiä matematiikasta 

 Uusi metodi tuo matematiikan lähelle arkipäivää 

 Matematiikkaa kaikissa käänteissä 

 Unkarista mallia ja iloa Suomen matematiikan opetukseen 

 Unkarilainen opetustapa innostaa matematiikkaan 

 Klemmariketjuja matematiikan tunnille – unkarilainen menetelmä tuo 
opiskeluun kokeilun iloa 
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 Matikkaa maanläheisesti ja 

 Unkarin malli innostaa tulevia matemaatikkoja 
 
Otsikot ovat poimintoja vuodelta 2009 Tikkasen Varga—Neményi -opetus-
menetelmän bibliografiasta, jossa on 70 julkaistua lähdettä. Menetelmään 
liittyvät julkaisut ovat opinnäytteitä, artikkeleita ja sanoma- tai 
aikakauslehtijuttuja. 

Satasivuisessa juhlajulkaisussamme lähestytään Varga—Neményi –
menetelmää sekä oppilaiden ja opettajien näkökulmasta.  Menetelmä syntyi 
Unkarissa ajoittain ankeassa kulttuurissa ja koulutuspolitiikassa. Kuitenkin 
ankeassa ilmapiirissä kukoisti sinnikäs ongelmanratkaisu. Se olkoon 
yhdistyksemme kantava voima ja esimerkki edelleenkin, mitä unkarilaisten ja 
suomalaisten opettajankouluttajien ja opettajien artikkelit välittävät. 
 
Julianna Szendrei motivoi Lukijansa ongelmanratkaisun historiaan ja 
nykytilanteeseen matematiikan opetuksessa ja oppimisessa Unkarissa 
sanalaskulla ‖Kun meno käy kovaksi, kovat pistävät menoksi‖. Meno ollut 
kovaa Karpaattien altaan sotien näyttämöllä, jossa unkarilaiset selvisivät 
neuvokkaalla ongelmanratkaisulla. Merkittävin matematiikan opetuksen 
ongelmanratkaisun kehittämisestä on 1960-luvun alun OPI-projekti, jota Tamás 
Varga johti. Projektin ydin oli varmentaa jokaisen lapsen jatkuva affektiivinen ja 
kognitiivinen kehitys niin laajasti, kuin koulumatematiikka voi niihin vaikuttaa. 
Szendrei arvioi kaunistelematta syitä siihen, miksi unkarilaisnuoret eivät 
menesty PISA-tutkimuksissa: älyllinen urheilu ongelmanratkaisussa todellisissa 
käytännön tilanteissa odottaa vieläkin opettajiaan. 
 
Eszter C. Neményi konkretisoi havainnollisesti, miten opettaja voi kehittää 
oppilaiden luovaa ajattelua ja toimintaa matematiikan opetuksessa. Hänen 
artikkelinsa esittelee ongelmanratkaisuun sopivia tehtäviä, joissa muodostetaan 
lukuja ja rakennetaan geometriassa erilaisin ehdoin.  Lukiessa opettajankin 
numerotaito notkistuu. Heittäytykäämme rohkeasti tekemään aavistuksia 
oppilaiden kanssa lukujen, numeroiden, kappaleiden ja kuvioiden viidakkoon. 
 
Ágnes Dr. Kivovicsné Horváth välittää unkarilaisten oppilaiden piirrosten 
avulla, miten lapset mieltävät Varga—Neményi –opetusmenetelmän: 
Matematiikan oppitunneilla oppilaat liikkuvat ja toimivat välineillä yhdessä 
opettajan ohjatessa työskentelyä tasavertaisesti. Unkarilaisoppilaat kyselyn 
mukaan pitävät matematiikasta. Hyvä oppimisilmapiiri motivoi. Sisäinen 
motivaatio luo järjestyksen, joka vaaditaan hyvien tulosten saavuttamiseen. 
Hyvät oppimistulokset ongelmien ratkaisussa ennakoivat onnistumista 
jatkossakin. 
 
Eira Korpisen artikkelissa pohditaan terveen itsetunnon kehittämisen ehtoja ja 
edellytyksiä kouluopetuksessa. Hän kokoaa oppilaan minäkäsitykseen 
yhteydessä olevia tekijöitä kuten luokan ilmapiiri ja opettajan minäkäsitys. 
Lopuksi Korpinen esittää kymmenen teoreettisesti perusteltua ja empiirisesti 
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todistettua periaatetta, miten vargalainen pedagogiikka tukee oppilaan 
minäkäsityksen ja itsetunnon kehittämistä. 
 
Marjatta Näätänen on rakentanut Matematiikkalehti Solmusta Internetiin 
julkaisu- ja jakelukanavan, joka välittää unkarilaisten opettajien pitämiä 
kursseja ja matematiikan harrastusta alakoulun oppilaille 
matematiikkadiplomitoiminnan avulla. Näätänen perustelee aivotutkimuksilla, 
miksi matematiikkadiplomin tehtäviä ratkaistaessa lapset toimivat 
hienomotorisesti eikä tietokoneen avulla. Artikkeli tarjoaa myös konkreettisia 
esimerkkejä diplomitoiminnan toteuttamisesta. 
 
Pirjo Tikkanen välittää oppilaiden piirrosten avulla, millaisia uskomuksia 
suomalaisilla alakoululaisilla on matematiikasta, sen opetuksesta ja 
oppimisesta. Suomalaisoppilaiden mukaan matematiikka on laskemista 
oppikirjan ohjaamana, jolloin ei juuri liikuta, käytetä välineitä tai toimita 
yhdessä kuten unkarilaisoppilaat Varga—Neményi –menetelmän mukaisessa 
opetuksessa Ágnes Dr. Kivovicsné Horváthin artikkelissa. 
 
Tanja Kauppila ja Saara Tenkanen esittelevät pro gradu –tutkielmaansa 
suomalaistetusta Matematiikka 1b –kirjasta. Sen tehtävät eroavat suomalaisten 
ensimmäisen luokan matematiikan oppikirjojen tehtävistä: oppimateriaalissa 
korostuvat proseduraalinen sujuvuus, käsitteellinen ymmärtäminen, 
mukautuva päättely ja strateginen kompetenssi. 
 
Varga—Nemenyi –yhdistyksen ry puheenjohtaja Anni Lampinen kuvaa 
jäsenten toimintaa innostuneessa ilmapiirissä. Olemme kokoontuneet yhteen 
voimaantumaan Lahden Korpikotiin vuosittain. Vireä sähköposti tarjoaa 
verkoston jakaa kokemuksia ja herättää kiinnostusta uusiin ongelman-
ratkaisuihin yhdistyksen kotisivun avulla. Yhdistyksen mittavimmat 
voimannäytöt ovat menetelmän mukaisen matematiikan oppikirjan 
suomalaistamishanke ja opettajien täydennyskoulutus.  
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JULIANNA SZENDREI 
 

KUN MENO KÄY KOVAKSI, KOVAT PISTÄVÄT MENOKSI. 
ONGELMANRATKAISUA UNKARISSA 1970-2007:  
TUTKIMUSTA JA TEORIAA, KÄYTÄNTÖÄ JA POLITIIKKAA 

 
 
Abstrakti: Unkarissa 1970-luvulla tehtiin merkittävää tutkimusta matematiikan 
opetusmenetelmistä. Merkittävintä tutkimusprojekteista kutsuttiin OPIksi, jota 
johti edesmennyt Tamás Varga, jolla oli suuri vaikutus matematiikan 
opetukseen Unkarissa. Hänen projektinsa tarkoituksena oli kokeellisesti tutkia 
täydellistä menetelmien ja sisällön uudistamista matematiikan opetuksessa. 
Tutkimuksen päätarkoitus oli selvittää uudistetun opetussuunnitelman 
vaikutusta lasten ongelmanratkaisutaitoihin. Vuoden 1978  keskitetty ja 
pakollinen opetussuunnitelma perustui Vargan tutkimuksen tuloksiin. 
Seuraavalla vuosikymmenellä keskityttiin tutkimustulosten omaksumiseen ja 
toteuttamiseen käytännössä. Muu tutkimus liittyi kansainvälisiin tutkimuksiin, 
kuten SIMSiin, TIMSSiin ja PISAan. Lisäksi monet tutkimusryhmät tekivät 
tutkimusta ongelmanratkaisusta eri puolilla Unkaria. 
Avainsanat: OPI-projekti, Tamás Varga, Matematiikka-lehti, olympialaiset 
 
 
1 Unkarilainen maisema 
 
Unkarilaisten viinien ainutlaatuisen maun määrittävät ‖territorio‖, maaperä, 
auringonpaiste alueella ja viinitynnyrit, jotka on tehty mustasta tammesta, joka 
kasvaa Erdőhátissa mäkisellä alueella Pohjois-Unkarissa. Samalla tavalla 
mentaliteettimme on muodostunut tämän alueen historiassa – sen historia on 
vaikuttanut henkiseen kehitykseemme ja lisännyt siihen erityiset unkarilaiset 
piirteet. 

Aiheemme, ongelmanratkaisuajattelun kehitys matematiikan opetuksessa, 
perustuu suurilta osin Karpaattien altaan  kulttuuriperinteeseen ja siellä elävien 
ihmisten kokemuksiin. Tämä alue on ollut tuhoisien sotien näyttämönä 
keskimäärin 50 vuoden välein. Mongolit (tataarit) päihittivät meidät 1200-
luvulla, turkkilainen ottomaani-imperiumi miehitti meidät 1500—1600-luvulla. 
Alueella on ollut useita kapinoita ja vallankumouksia, eri poliittisia järjestelmiä 
on tullut ja mennyt. Ihmistragediat ovat aina olleet alueemme ominaispiirre. 

Viimeaikainen esimerkki on vuosilta 1945—1948, jolloin kulttuuri-
identiteettimme vahingoittui enemmän kuin koskaan. Tuolloin 10 prosenttia 
unkarilaisesta väestöstä pakotettiin muuttamaan sosiaalista statustaan. Tuolloin 
instituutiot ja ylimmät aristokraatit, huomattava keskiluokka ja hallinto 
hävitettiin. Siksi selvinneeltä yhteisöltä puuttuivat sosiologisessa mielessä  
toimintamallit ja arvot. Rakennustyö oli aloitettava tyhjästä tuhosta säästyneille 
raunioille. Murskattuna piti jatkaa elämistä tuntemattomassa järjestelmässä.  

Jos olet neuvokas ja nerokas, selviät. Elämä täällä on päivittäistä 
ongelmanratkaisua. Siksi ei ole vaikeaa opettaa ihmisiä ymmärtämään termiä 
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ongelmanratkaisu, käytettiinpä sitä abstraktin tieteellisesti tai kulttuurisesti 
‖kesytetysti‖, jota voidaan opettaa kouluissa. 

Samaa asiaa voidaan lähestyä toisesta näkökulmasta: kansan 
kulttuurisesta kokonaisuudesta yksittäisen ihmisen strategian vastakohtana. 
Tästä perspektiivistä voidaan todeta, että kulttuuri tässä osassa maailmaa on 
enemmän hajanainen kuin jatkuva. Yksilön on määriteltävä ja tunnistettava 
arvonsa yhä uudestaan. Tämän jälkeen uudet arvot täytyy muuttaa 
materiaaleiksi, rakennuksiksi, jokapäiväisiksi käytännöiksi ja tavoiksi. 
 
 
2 Matematiikan opettaminen: laitokset ja työpajat 
 
Unkarin kansallinen koulutoimi aloitti pakollisen yleisen koulutuksen vuonna 
1868 samaan aikaan kuin Euroopan suurissa kehittyneissä maissa. Seuraavina 
vuosina perustettiin satoja kouluja ja opettajankoulutuslaitoksia kaikkialle 
maahan. Kahdeksanvuotinen peruskoulu tuli pakolliseksi 1945, lukio-opintojen 
laajuutta lisättiin 1970-luvulla. Tällä hetkellä koulutus on pakollista 18 
ikävuoteen asti. Unkarin koulutuspolitiikka keskittyy nyt kolmannen asteen 
koulutuksen laajentamiseen. 

Unkarissa matematiikan opettaminen on aina ollut arvostettua. Sitä 
arvostetumpia ovat ainoastaan unkarin kieli ja kirjallisuus sekä Unkarin ja 
maailman historia, jotka ovat ensisijaisia lasten kansallisen identiteetin 
kehittymisessä. Tämä pätee nykyisinkin, matematiikka on yksi neljästä 
pakollisesta aineesta ylioppilastutkinnossa. Matematiikan pakollisen 
kirjoittamisen hyväksyy 95 prosenttia aikuisista, vaikka monet eivät vaali 
muistojaan matematiikan kouluopinnoistaan. Olemme ylpeitä monista 
Unkarissa syntyneistä esimerkillisistä matematiikan opetuksen tai 
matematiikan tutkijoista. Näiden joukosta löytyy Farkas Bolyai, János Bolyai, 
László Rátz, György Pólya ja János Neumann. Tämän tutkimuksen 
tarkoituksena on kuitenkin keskittyä ongelmanratkaisun opettamiseen 
peruskoulutuksessa.  

Kiitos aiemmin mainitun nerouden ja oma-aloitteisuuden, jotka voidaan 
nähdä unkarilaisten kansallisena piirteenä, ja kiitos myös hyvin organisoidun 
koulujärjestelmän, matematiikan opetuksen taso on melko korkea Unkarissa. 
Valitettavasti tämä tarkoittaa vain perustietojen välittämistä oppilaille. Tiedon 
kehitys on jaksottainen prosessi, joka perustuu erityisalojen ja/tai tuoreiden 
alueiden tutkimiseen, opetuskokemusten tutkivaan vertailuun ja kontakteihin 
koulun ulkopuolelle. Koulun ulkopuoliset kontaktit edellyttävät  
 
(a) aiempaa vakaampia ja yhtenäisempiä työolosuhteita ja 
(b) vakaata koulutuspolitiikkaa, jonka täytyy perustua yleiseen 

yksimielisyyteen. 
 
Nämä puuttuivat keskeisellä aikajaksolla. Vuosina 1949—1989 vain sattumalta 
ajoittain oltiin yhtä mieltä keskitetyssä poliittisessa diktatuurissa, jolta toivottiin 
tieteellisen tutkimuksen vapautta. Lisäksi nykyisessä parlamentaarisessa 



7 

 

 
 

 

  

demokratiassamme vuodesta 1989 koulutuksen tutkimuslaitokset ovat 
poikkeuksetta rutiininomaisesti organisoitu uudelleen neljän vuoden välein 
vaalien jälkeen. Ei ole järkevää tehdä pysyviä suunnitelmia pidemmille 
ajanjaksoille kuin yhden tai kahden vuoden päähän. Suuri osa opettajista on 
tullut täysin välinpitämättömiksi opetussuunnitelmalle, joka uusitaan neljän 
vuoden välein. Opettajilla tuskin on aikaa opetella uusia aloitteita ja erottaa 
ammatillisesta näkökulmasta laadukkaita kehityssuuntia aloitteista, jotka joku 
poliittisesti vastuuton leijonasydäminen onnensoturi on esittänyt. 

Yhteenvetona voidaan esittää, että on vähän mahdollisuuksia 
ammatillisille innovaatioille, erityisesti matematiikan opetuksessa (mukaan 
lukien ongelmanratkaisun opetus) ja yleisemmin julkisessa opetuksessa 
kokonaisuudessaan, koska kulttuuri tämän herkän ja särkyvän järjestelmän 
yhdenmukaistamiseksi ja hyvin järjestäytyneeksi organisaatioksi yhä puuttuu. 

Se, mitä on saavutettu ja mistä voimme olla ylpeitä, ei ole tulosta sosiaalisen 
ja poliittisen järjestelmän panoksesta eikä koulutuskäytäntöjen tehokkaasta 
soveltamisesta. Ei, ei ollenkaan. Muutamat vakaumuksellisesti sitoutuneet 
opettajat ja muutamat omistautuneet ja lahjakkaat tutkijat ovat kehittäneet 
tuloksellisesti. He eivät ole suostuneet estettäviksi. 
 
 
3 Katsaus matematiikan opetukseen 
 
Unkarilaisessa koulujärjestelmässä matematiikan opetus ja oppiminen alkaa 
perusopetuksen ensimmäisellä luokalla ja loppuu toisen asteen viimeisellä 
luokalla. Tässä artikkelissa kuvaan ongelmanratkaisua matematiikan 
opetuksessa. Sitä on painotettava, koska ongelmanratkaisulla on tärkeä osuus 
mm. matematiikan, fysiikan, kemian opetuksessa Unkarissakin. Täten emme 
voi ekplisiittisesti väittää yksittäisen lapsen ongelmanratkaisukykyjen 
kehityksen olevan matematiikan oppimisen tulosta. Matematiikan opetuksella 
on pitkät perinteet Unkarissa. Ongelmanratkaisu siirtyi sukupolvelta toiselle 
vuosisatojen ajan, mutta tuskin yhtään kirjallista dokumenttia yksityiskohdista 
on säästynyt. 

Kuitenkaan ajatus siitä, että kaikki opettajat kaikilla tasoilla opettaisivat 
ongelmanratkaisua, ei levinnyt helposti, vaikka ongelmaratkaisun opetus on 
yleismaailmallista. Manó Beke, matematiikan professori ja yksi johtavista 
uudistuksen kannattajista piti puheenvuoron School Doctors and Health 
Educators Committee –tapaamisessa marraskuussa 1907: 
 
Tiivistäen kerron uudistuskomitean aikomuksista. Komitea haluaa matematiikalta käytännöllisyyttä niin, 
että se liittyy jokapäiväiseen elämään. Komitea haluaa integroida matematiikkaa standardimetodin 

mukaan. (Beke & Mikola 1909, 10). 
 
Näistä uudistushaluista huolimatta vain parhaat opettajat eivät antaneet 
oppilailleen vain tyypillisiä tai keinotekoisia ongelmia, vaan matemaattisia 
ongelmia, jotka liittyivät myös todelliseen maailmaan. 
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Toista maailmansotaa seuranneina vuosina Péter Rózsa¹ ja Tibor Gallai² 
kehittivät toisen asteen matematiikan opetuksen sisältöjä ja opetusmenetelmiä. 
He kirjoittivat oppikirjan toisen asteen ensimmäisen vuoden opiskelijoille. Kirja 
perustui sovellettaviin ongelmiin. Kirja oli matemaattisesti korrekti. Endre Hódi 
ja Jenő Tolnai osallistuivat oppikirjojen tekoon seuraavina vuosina. He levittivät 
ahkerasti vuosikymmeniä matematiikan opettamista, joka perustui näille 
ajatuksille. Kirjaa käytettiin aikakauden koulutuskäytäntöjen mukaan kaikissa 
toisen asteen kouluissa. 

Kaikki opettajat eivät kuitenkaan pystyneet tai halunneet käyttää uusia 
ajatuksia opetuksessaan. Vaikka sisällöt muuttuivat, menetelmät eivät 
muuttuneet. Säännöllisistä täydennyskoulutuksista huolimatta ongelman-
ratkaisumenetelmä ei tullut omaksutuksi. Aluksi menetelmässä herätetään 
oppilaiden kiinnostus matemaattiseen ongelmaan, annetaan oppilaiden yrittää 
jonkin aikaa ja rohkaistaan oppilaita tutkimaan, jotta he edistyisivät ongelman 
ratkaisussa. Kaiken kaikkiaan useiden vuosikymmenten aikana toisen asteen 
matematiikan monet alueet uudistettiin. Tämä loi perusteet uusille ajatuksille 
matematiikan koulutuksesta (Szendrei 2005, 427). 
 
 
4 Ongelmanratkaisu opetussuunnitelmassa 
 
1940-luvulta alkaen ongelmanratkaisu on eksplisiittisesti ilmaistu matematiikan 
opetussuunnitelmassa yhtenä matematiikan opetuksen päätavoitteista: 
 
Matematiikan opetuksen täytyy syventää ymmärrystä sekä luonnollisesta että sosiaalisesta ympäristöstä 
ja kehittää oppilaiden henkisiä kykyjä, jolloin oppilaat tutkivat yksinkertaisia määrällisiä yhteyksiä 

ympäröivässä maailmassa ymmärtämällä ja ratkaisemalla näitä koskevia ongelmia (Mathematics 
syllabus 1956, 117). 
 
Käytännössä opetettiin pääasiassa yksipuolisia ongelmia. Yksi opettajien 
positiivisista virhekäsityksistä oli, että ratkaisemalla tyypillisiä ongelmia 
oppilaat oppisivat ratkaisemaan itsenäisesti millaisia ongelmia tahansa. 
Lahjakkaat oppilaat pystyivät siihen, mutta heidän saavutuksensa ei ollut 
perinteisen opetuksen tulosta. Lahjakkaat oppilaat joko osallistuivat 
luokkaopetuksen ulkopuoliseen matemaattiseen toimintaan tai opiskelivat 
yksityisten opettajien ohjauksessa. Joidenkin erinomaisten opettajien kaikki 
oppilaat kehittyivät korkeatasoisiksi ongelmanratkaisijoiksi, mutta nämä 
opettajat eivät käyttäneet tyypillisiä ongelmia opetuksessaan. Oli tietysti suuria 
eroja niin oppilaiden kuin opettajienkin välillä. 

Unkarissa oli keskitetty koulutusjärjestelmä ennen 1990-lukua. Tuolloin 
oli vain yksi opetussuunnitelma ja yksi kirjasarja jokaiselle luokalle. 
Koulunjohtajat ja koulutarkastajat valvoivat opetuksen laatua. 1990-luvulta 
lähtien on ollut pakollinen viisiportainen arvostelujärjestelmä, mutta ei ole 
keskitettyä oppimistulosten mittausta. Vain ylioppilastutkinto toisen asteen 
koulutuksen lopussa keskimäärin 18 vuoden iässä on keskeinen virstanpylväs. 
Ylioppilastutkinto on vapaaehtoinen, mutta se vaaditaan yliopistoon hakua 
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varten. Ylioppilastutkintoa pidetään osana aikuistumista. Se merkitsee paljon 
enemmän kuin yksinkertaista koetta: Se vaaditaan keskiluokkaiseksi aikuiseksi 
tulemista varten. Lisäksi se toimii tutkintona ja yleensä varmistaa korkeamman 
palkkaluokan työntekijälle. Matematiikka on ollut yksi neljästä pakollisesta 
tutkintoaineesta, joita ovat äidinkieli ja kirjallisuus, matematiikka, historia ja 
vieras kieli.  

Vuodesta 1978 lähtien matematiikkaa on opetettu kouluaineena ala-
asteelta alkaen. Ei ole ollut itsenäisiä aineita kuten aritmetiikkaa, algebraa tai 
geometriaa. Aritmetiikka, algebra, geometria, logiikka, funktiot, toden-
näköisyyslaskenta, tilastot ja muut matemaattiset sisältöalueet integroituvat 
matematiikan opetussuunnitelmassa, jossa nämä alueet syventyvät suhteessa 
toisiinsa. Näin oppilaat eri luokka-asteilla voivat ratkaista ongelmia erilaisilla 
menetelmillä. Saman luokan oppilaat voivat ratkaista ongelman algebran, 
geometrian tai funktioiden avulla. Vuonna 1978 uudet matematiikan alueet 
virallisesti sisällytettiin alkuopetuksen opetussuunnitelmaan. 

Matematiikan opetukseen vaikuttivat poliittisten muutosten lisäksi 
muutkin tekijät. Perustettiin yksityisiä kirkkokouluja. Oppilaiden määrä toisella 
asteella lisääntyi ikäryhmän 15—20 prosentista 50 prosenttiin. Tämä on 
muuttanut keskitetyn koulutusjärjestelmän luonnetta. Demokraattinen 
koulujärjestelmä rakennettiin lainsäädännön pohjalta. Se sisälsi kansallisen 
opetussuunnitelman perusteet, johon koulutusohjelmat perustuivat. 
Kansallinen opetussuunnitelma 1995 määritteli koulutuksen sisällön 
yksityiskohdat. Koulut valmistelevat tai valitsevat opetussuunnitelmansa 
käyttäen kansallista valtuutusjärjestelmää. Ylioppilastutkinnon vaatimukset 
muuttuivat ongelmanratkaisujärjestelmästä tarkasti dokumentoituihin 
vaatimuksiin. Liitteessä 1 on ongelmaratkaisuosa kansallisesta opetus-
suunnitelmasta.  

Tutkikaamme yksityiskohtaisemmin, miten tutkimustulokset ja niiden 
käytännönsovellus kouluissa muutti 1950-luvun aritmetiikan ja mittausopin 
integroiduksi matematiikaksi jopa perusopetuksessa. Tyypillinen tapa opettaa 
matematiikkaa, konkreettisten matematiikan sirpaleiden opetus, muuttui 
hitaasti tyyliksi keskittyä matemaattisen ongelmanratkaisukyvyn 
kehittämiseen. 
 
 
5     Tutkimus 1970-luvulla 
 
5.1 OPI³-projekti 
 
Budapestissa 27.8.—8.9.1962 pidetyn UNESCOn symposiumin innoittamana 
Unkarissa aloitettiin useita pieniä tutkimusprojekteja matematiikan opetuksesta 
peruskoulussa. 

Tamás Varga⁴ aloitti 1960-luvun alussa pienen matematiikan projektin, 
jossa hän kehitti kompleksisen matematiikan opetuksen kansalliseksi malliksi. 
Tusinoittain opettajia, tarkastajia ja kouluttajia oli koulutusryhmässä, jota hän 
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johti. Projekti kattoi matematiikan opetuksen peruskoulussa (ikävuodet 6—14). 
Ongelmanratkaisu oli keskeistä matematiikan opetuksessa kaikilla luokilla.  

Tutkimusprojekti, jota kutsuttiin OPI–projektiksi kansainvälisessä 
keskustelussa, oli yksi syvimmistä tutkimuksista matematiikan opetuksesta 
Unkarissa. (OPI oli virallisen kansallisen koulutuslaitoksen nimi Unkarissa) 
Projekti tutki matematiikan koulutusta peruskoulussa. (Ks. taulukkoa, joka 
kuvaa Unkarin koulujärjestelmää liitteessä 2).  

Projektin tavoitteena oli määritellä matematiikan opetuksen uusi 
oppimisympäristö, määritellä, milloin yhteiskunta on valmis muuttamaan 
matematiikan opetusta ja määritellä opettajien peruskoulutuksen ja 
täydennyskoulutuksen tarpeet. 

Tavoitteena oli myös luoda onnistumisorientoitunut oppimisympäristö 
matematiikassa. Osallistujat halusivat antaa oppilaille vapauden tehdä virheitä 
ja kehittää oppilaiden suoritustarpeita ja antaa heidän onnistua itsenäisesti. 
Opettajan tehtävä oli tasoittaa oppilaiden yksilöllisiä eroja ja luoda ystävällinen 
oppimisympäristö, jossa opettaja ja oppilaat olivat kumppaneita. Algebra ja 
geometria olivat hyvin edustettuina opetussuunnitelmassa, kuten olivat myös 
ideat topologiasta (maantieto), informaatioteoriasta, sarjoista, logiikasta, 
todennäköisyyksistä ja tilastoista peruskoulun alusta asti. Näin matemaattiset 
käsitteet ehtivät kypsyä pitemmän aikaa oppijan mielessä. Luonnollisesti tuli 
tarve muuttaa myös perinteisiä matematiikan sisältöjä. 
 
Uusien sisältöjen valintaperusteet: 
 

 Sisältöjen täytyy olla keskeisiä koko matematiikan näkökulmasta. 

 Lasten on helppo lähestyä niitä ongelmien ja leikkien avulla. 

 Lapset voivat käyttää tuntoaistia opiskellessaan sisältöalueita. (Tämä on etu, 
ei ehdoton edellytys.) 

 Sisältöalueiden täytyy liittyä läheisesti toisiinsa. Niiden täytyy vahvistaa 
toisiaan ja tukea näin kehittyvän järjestelmän rakentamista. 

 Sisältöalueiden täytyy pohjustaa muiden tärkeiden alueiden opetusta. 

 Sisältöjen täytyisi olla käytössä moderneissa matemaattisissa 
sovellutuksissa. 

 
Projektin ydin oli varmentaa jokaisen lapsen jatkuva affektiivinen ja 
kognitiivinen kehitys niin laajasti, kuin koulumatematiikka voi niihin vaikuttaa 
(taulukko 1). 

OPI-tutkimus perustui syvään yhteistyöhön opettajien ja tutkijoiden 
välillä. Itse asiassa tutkimuksen ensimmäisen kauden opettajat olivat 
opettajatutkijoita tämänhetkistä terminologiaa käyttääksemme. 
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Taulukko 1.  OPI-matematiikkaprojektin kognitiiviset tavoitteet (Vargan 
mukaan Kleinin lainaamana 1987) 
 

 Vastaanottava - tuottava Tuottava 

 
A 
N 
A 
L 
Y 
Y 
T 
T 
I 
N 
E 
N 
 

Ymmärtäminen 
 
Erottaminen 
 
Suhteiden näkeminen: 
samanlaisuus 
järjestys 
säännönmukaisuus (esim. 
symmetria) 
 
Väitteen ymmärtäminen:  
(kyky kuvata sitä, antaa 
esimerkkejä, toistaa,  
muuttaa toiseen muotoon) 
 
Ajatuskulun seuraaminen 
  
Päättely 
 

Käsittely (mielipiteen muodostaminen, 
puolustaminen tai muuttaminen) jos: 

 Väite on järkevä 

 Väite on tosi 

 Ongelma on selvästi määritelty 

 Ongelma sisältää tarpeeksi aineistoa 

 Ongelmassa on ylimääräinen tai 
ristiriitainen tieto tai ehto. 

Symboli, määritelmä, ehdotettu 
ratkaisutapa, jne., on sopiva, 
käyttökelpoinen tai lupaava. 
Päättely on oikein. 
Ratkaisu täyttää ehdot. 
Ratkaisu on pääteltävissä, jos se täyttää 
käytännön vaatimukset tai tietyn 
standardin. 

 
S 
Y 
N 
T 
E 
E 
T 
T 
I 
N 
E 
N 
 

Tietäminen, 
tekeminen, 
terminologian käyttö,  
symbolit, 
graafiset välineet, 
matemaattiset väitteet, 
rutiiniongelmat, 
algoritmit, 
kädentaidot 

Rakentaminen 
Ongelman muodostaminen 
Hypoteesin muodostaminen, 
kokemuksiin perustuva arvaus 
Ratkaisun suunnittelu 
Ratkaisuvälineiden löytäminen 
Objektien (konkreettisten tai 
matemaattisten) löytäminen 
annettuihin ehtoihin 
Kaikkien em. objektien löytäminen 
Käsitteen määritelmän löytäminen ja 
muotoilu 
Todistuksen kehittäminen 
Yleistäminen, analogian avulla 
laajentaminen 

 
Unkarin kansallisen koulutuslaitoksen matematiikan osaston johtajat, 
edesmennyt Andor Cser ja Endre Hódi, auttoivat valtavasti akateemisissa 
kysymyksissä ja loivat tutkimuksen humanistisen taustan. Kuitenkaan 
koulutusympäristö ei ollut ollenkaan ystävällinen. Seuraavia taustafilosofisia 
tekijöitä pidettiin ongelmallisina: 
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 Rutiinityön painotusta, joka oli aiemmin tyypillistä ensimmäisinä 4 
kouluvuotena, vähennettiin. 

 Opettajaa ei enää pidetty ainoana auktoriteettina luokkahuoneessa, 
ainoana tiedon ja totuuden lähteenä. 

 Melua sallittiin luokkahuoneessa kuolemanhiljaisuuden sijasta. 

 Uusia merkkejä käytettiin (esim. ‖/‖-merkkiä jakolaskun merkkinä), ja 
ongelmanratkaisutehtävät sisälsivät mm. negatiivisia lukuja ja 
murtolukuja. 

 
Nämä ja muut epätavalliset tekijät järkyttivät monia opettajia, tarkastajia, 
vanhempia ja journalisteja. Epäonnistumisen pelkoa oli ilmassa. ‖Uuden 
matematiikan‖ varjo oli liian lähellä. 

Tällä jokseenkin vihamielisellä ilmapiirillä oli positiivisiakin vaikutuksia. 
Ilmapiiri pakotti tutkijat kehittämään syvällisen ja yksityiskohtaisen 
tutkimusprojektin: Toisaalta tutkijoiden oli varmistuttava, etteivät uudet 
opetusmetodit sopineet vain erityisen lahjakkaille opettajille tai oppilaille. 
Toisaalta tutkijoiden oli todistettava, että oppilaat, joita opetettiin uusilla 
metodeilla, voisivat saavuttaa yhtä hyviä tai parempia tuloksia kuin oppilaat, 
joita opetettiin perinteisellä tavalla. Lisäksi kokeiluluokkien oppilaat eivät olleet 
väsyneitä tai stressaantuneita, vaan olivat halukkaampia työskentelemään 
ongelmanratkaisun parissa kuin perinteisellä tavalla opetetut oppilaat 
(Sherbrooke Problem Facing Questionnaire, Klein 1987, 408).  

Oppikirjaa ei käytetty, vaan ainoastaan huolellisesti kehitettyjä 
tehtäväpaperisarjoja. Tehtäväpapereita uudistettiin opettajien arvioitua työtään. 
Suunnittelijat yrittivät välttää monien rinnakkaisten matematiikan sisältöjen 
aiheuttamaa atomismia.  

Tutkimus oli hyvin tunnettu matematiikan kouluttajien kansainvälisessä 
yhteisössä. Vahvin kansainvälisten suhteiden kanava oli CIEAEM⁵. 
Kommunikaatio oli suullista, koska Unkarin matematiikan kouluttajien oli 
mahdotonta julkaista tuloksiaan kansainvälisesti tuona aikana. Kansainvälinen 
yhteisö kutsui Vargan ja hänen kollegansa luennoimaan useissa yliopistoissa ja 
korvasi tämän työn kirjoilla ja artikkeleilla. Parhaat kansainväliset uudistukset 
saatiin näin opetussuunnitelman tekoon. Suunnittelijat yrittivät soveltaa niitä 
pyrkien välttämään äärimmäisiä ratkaisuja ja silkkaa formalismia. Tutkimusta 
arvioitiin kansainvälisellä tasolla seuraavasti: 
 
Erinomaiset unkarilaiset aritmetiikan kirjat, mielestäni parhaat oppikirjasarjat 
maailmassa, välttävät Venn-kuvaajat täysin… (Freudenthal 1973, 244). 
Äärimmäisen atomismin vastaesimerkkejä ovat unkarilainen keksintö, T. Vargan 
Munkalapok, Emma Castelnuovon työ ja IOWOmme panos viime vuosina 
(Freudenthal 1980, 97). 
 
Yksi tutkimuksen päätekijä oli konkreettisten välineiden huolellinen käyttö 
opetuksessa. Pääosa artefakteista ja opetusmateriaaleista olivat uusia opettajille. 
Opetus ei ollut liitutaulu –matematiikkaa. Tämä oli ensimmäinen unkarilainen 
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matematiikan opetussuunnitelma, joka sisälsi menetelmän, sisällön, ohjeet, 
toimintavälineet, opettajan oppaat ja täydennyskoulutuksen.  

Täydennyskoulutuskursseilla opetettiin ainakin vaatimattomat perusteet 
toimintavälineiden käytöstä. Tyypillisiä toimintavälineitä olivat unkarilainen 
versio Cuisinaire-sauvoista, Dienesin palikat, Gattegnon geotaulu ja 
helmilaatikko-mallinnussarja geometrian ja todennäköisyyden perusteiden 
opetukseen. 

Luonnollisesti pelkät toimintavälineet eivät muuttaneet opetusta. Ne eivät 
ole yleislääke matematiikan opetukseen (Szendrei 1996). Mutta yhä useammat 
opettajat kykenivät käyttämään uusia metodeja ja uusia välineitä tuloksellisesti, 
kuten oppilaiden suoritusten jatkuvat mittaukset osoittivat. Opettajat kilpailivat 
päästäkseen täydennyskoulutukseen. Maakunnat kilpailivat uuden ope-
tusmenetelmän  aloittamisesta ja paikalliset koulut varmistivat, että kaikki 
lapset saivat tarvittavat toimintavälineet. 

Tutkimuksen kokeelliseen vaiheeseen osallistuvien luokkien määrä nousi 
tasaisesti sitä mukaa, kuin opettajia koulutettiin uuteen menetelmään.  
Opettajat eivät saaneet opettaa ilman täydennyskoulutusta. Projektin johtajat 
halusivat hidastaa projektin laajentumista, jotta opettajia ei pakotettaisi 
käyttämään uusia menetelmiä ymmärtämättä niitä täysin. Varga (1965) kuvasi 
opettajien osallistumista seuraavasti: 
 
Tämä oli hieno tilaisuus ja halusin välttää riskejä. --- Siksi päätin olla rasittamatta opettajia. Heidän 

täytyi vakuuttua sen käyttökelpoisuudesta, mitä he olivat tekemässä eikä koskaan hypätä pimeyteen. 

Molemmilla opettajilla oli paljon hyvää tahtoa ja he olivat hyvin päteviä. Kumpikaan heistä ei takertunut 

jäykästi näkemyksiinsä opetusohjelmasta tai opetusmetodeista, mutta he eivät luopuneet mielellään 

turvallisuuden tunteestaan, joka oli kehittynyt opetusvuosien aikana. 

 
5.2 Tutkimus OPI -matematiikkaprojektin menestyksestä 
 
Pian OPI-projektin esittelyn jälkeen opetusministeriö määräsi, että projektin 
tehokkuutta oli tutkittava. Opetusministeriö arvioi projektin, mitä OPI ja 
Budapestin teknisen yliopiston pedagoginen osasto tukivat. Opetusmenetelmät 
ja tulokset esiteltiin useissa konferensseissa. Projektin koeluokkien tulokset 
olivat vaikuttavia (Radnai-Szendrei 1977, 97). Oppilaat, jotka käyttivät uutta 
opetussuunnitelmaa, ohittivat muut jopa perinteisissä ongelmanratkaisu-
tehtävissä (liitteessä 3 yksi ongelmista). 

Myös projektiin osallistuvien määrän laajeneminen oli vaikuttavaa. 
Vuonna 1971 osallistui 140 koeluokkaa (noin 4000 luokasta Unkarin yhdestä 
silloisesta ikäluokasta). Nämä 140 luokkaa käyttivät nk. väliaikaista 
matematiikan opetussuunnitelmaa. OPI-tutkijat halusivat projektiin vain niitä 
opettajia, jotka olivat valmiita muutokseen. Kuten Varga (1965 Kleinin 1987, 37 
lainaamana) sanoi: 
 
Asteittainen laajentuminen on meille avainsana. Vastustamme sellaisia johtopäätöksiä, joiden mukaan 
meidän tapamme opettaa matematiikkaa on parempi kuin tavallinen, siksi menetelmä pitäisi esitellä 
massakoulutuksessa kouluvuotena ”n”. 

Millä perusteella vaatisimme opettajilta uudistuksia, jos vastustamme matematiikkaa lapsille? 
Haluamme 
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 tutustuttaa niin monta opettajaa kuin mahdollista ja niin syvällisesti kuin mahdollista, tapaamme 
opettaa matematiikkaa tai johonkin sen versioon ja 

 jokaiselle opettajalle mahdollisuuden opettaa tuoreimmilla menetelmillä uusinta matematiikkaa. 
 
Huolimatta tästä varoituksesta kouluviranomaiset kiirehtivät uutta OPI-
projektiin perustuvan opetussuunnitelman ottamista käyttöön. He eivät 
hyväksyneet tutkijoiden vastalauseita. Vaikka uuteen opetussuunnitelmaan 
siirryttiin luokka-asteittain ensimmäiseltä luokalta alkaen ja siitä tuli pakollinen 
matematiikan opetussuunnitelma Unkarissa vuonna 1978, opettajajärjestö ei 
ollut valmis tähän radikaaliin muutokseen. Projektin tavoitteita ei täysin 
saavutettu, mikä oli ennustettavissa. Kuitenkin ongelmanratkaisu 
opetusmenetelmänä muuttui. 

Yhteenvetona on esitettävissä, että tutkimusprojekti vaikutti matematiikan 
opetukseen Unkarissa. Ongelmat, joihin on vain yksi ratkaisu, menettivät 
asemansa. Opettajat alkoivat arvostaa ongelmia, joihin oli monta tai ei yhtään 
ratkaisua. Siksi peli täydellisen ratkaisun argumentoinnista tuli ensimmäisille 
luokille. Ratkaisumetodit, kuten yritys ja erehdys, kaikkien mahdollisten 
ratkaisujen kokeileminen ja hyvien ratkaisujen valitseminen tulivat sallituiksi. 
Alakoulun opettajat hyväksyivät nämä metodit helpommin kuin 
matemaattisesti kouluttautuneet opettajat. Kolme vuosikymmentä ei ollut 
riittävä aika, jotta pääosa yläkoulujen opettajista olisi hyväksynyt heuristiset 
metodit tai oppilaiden hypoteesien muodostamisen ennen ratkaisemista tai 
todistamista. 
 
5.3 SIMS⁶, TIMSS⁷ ja niiden jälkeiset tutkimukset 
 
Unkari osallistui IEA:n⁸ toiseen kansainväliseen matematiikkatutkimukseen. 
Kahdeksasluokkalaisten, 14-vuotiaiden oppilaiden, tulokset olivat 
poikkeuksellisia. Kaikissa vertailuissa (mm. pisteissä, alakokeissa, ala-aiheissa) 
Unkari oli yksi kolmesta parhaiten sijoittuneesta maasta Japanin ja Hollannin 
kanssa (Szendrei 1991, 99). Ratkaistavat ongelmat olivat samanlaisia kuin 
ongelmat unkarilaisessa matematiikan opetuksessa. 

Koska tutkitun kahdeksasluokkalaisten perusjoukosta oli mahdollista 
muodostaa osajoukkoja, jotka noudattivat perinteistä opetussuunnitelmaa ja 
uutta opetussuunnitelmaa, uuden opetussuunnitelman hyödyt voitiin nähdä 
kaikilla tutkimuksen osa-alueilla (Radnai-Szendrei 1983, 157). 

Vuonna 1986 SIMSin jälkeen kansallinen koulutuslaitos aloitti 
seurantatutkimukset, joissa säännöllisesti tutkittiin useita tekijöitä oppilaiden 
saavutuksista ongelmanratkaisussa. Vuosiluokat 4, 6, 8, 10 ja 12 tutkittiin. 
Tavoitteena oli mitata oppilaiden kehittymistä matematiikan taidoissa ja 
ongelmanratkaisussa kaksi- tai useampivaiheisissa tehtävissä. Tutkimukset 
tehtiin 1991, 1995, 1997 ja 1999. Budapestilaiset oppilaat menestyivät parhaiten 
kaikissa ikäryhmissä. Toisen asteen koulujen tulokset erosivat toisistaan 
huomattavasti. (Katso taulukkoa Unkarin koulujärjestelmästä liitteessä 2). 
Lukiolaiset menestyivät paremmin kuin oppilaat muissa toisen asteen kouluissa 
(Vári 1997, 124, 131). 
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TIMSSin tulokset ja sitä seuranneet IEA-tutkimukset imartelivat Unkarin 
turhamaisuutta. Muut vertailevat analyysit Unkarin ja muiden maiden TIMSSin 
aineistosta osoittivat koulutusjärjestelmän vaiheet, joissa oppilaiden suoritukset 
paranivat eniten, ja joissa oppilaiden suoritukset laskivat tai pysyivät ennallaan  
peruskoulun jälkeen. Pääsykokeet peruskoulun jälkeisiin kouluihin kohottivat 
oppilaiden suorituksia, jotka eivät olleet pysyviä toisen asteen koulutuksessa. 
Nämä tulokset olivat puhuttelevimpia (Pertl 2000). 

TIMSSin mukaan unkarilaisten tulokset olivat erinomaisia. Kahdeksannen 
luokan oppilaat Koreassa, Singaporessa, Hong Kongissa ja Kiinan Taipeissa 
menestyivät merkitsevästi paremmin kuin muiden maiden 
kahdeksasluokkalaiset. Näiden neljän huippumaan lisäksi japanilaiset 
menestyivät merkitsevästi paremmin kuin loput osallistuneet maat. Viro, 
Belgian flaamilaiset ja myös Unkari menestyivät erittäin hyvin (Mullis ym. 
2005, 23). 

Kuitenkin SIMS-aineiston analyysin mukaan matemaattisen tiedon 
soveltamisessa menestyttiin vaatimattomasti (Szendrei 1991, 87). Nämä 
tutkimukset mahdollistivat oppilaiden ongelmanratkaisun tason ja 
kognitiivisten tekijöiden kehityksen arvioinnin. Pääasiassa tuloksia arvioitiin 
opetussuunnitelman tavoitteiden perusteella. 

PISA⁹ oli ensimmäinen kansainvälinen tutkimus, joka ei mitannut 
koulutiedon tasoa, vaan oppilaan ongelmanratkaisukykyä. PISAssa tutkittiin 
oppilaiden kykyä käyttää tietojaan ja taitojaan tosielämän ongelmissa eikä 
koulun opetussuunnitelman faktojen hallintaa. 
 
5.4    Unkarilaisten tulokset PISA-tutkimuksissa 
 
Ongelmanratkaisumalli PISAssa oli täysin erilainen kuin aiemmissa 
tutkimuksissa, jotka keskittyivät vain yhteen aineeseen. Silti testien osat 
vastasivat ongelmia, joita opetettiin joissakin yksittäisissä maissa (Dossey ym. 
2000). Tutkimuksessa mitattiin neljää perusajattelua: laadullista, määrällistä, 
analogista ja kombinatorista ajattelua. PISA-tutkimuksen ongelmat ja tulokset, 
joissa mitattiin ongelman tunnistamista, päätöksen tekoa, systeemin analyysia 
ja suunnittelua, järkytti unkarilaisia opettajia ja päättäjiä. Sen sijaan, että Unkari 
olisi ollut huippumenestyjä ongelmanratkaisussa, kuten oli ollut IEA-
tutkimuksissa, PISA-tulosten mukaan unkarilaisten oppilaiden saavutukset 
monimutkaisessa ongelmanratkaisussa olivat kansainvälistä keskitasoa. 
Kansainvälisten tutkimusten mukaan unkarilaiset oppilaat menestyvät hyvin, 
jos he ovat tottuneet tehtäviin koulussa, mutta he soveltavat heikommin 
tietojaan realistisiin ongelmiin. Tämä oli PISA-tutkimuksen tulos myös 2000-
luvulla (Vári 2003, 98). Opettajien viimeinkin täytyi kohdata tulokset, jotka 
selvästi osoittivat, että oli harhakuvitelmaa ajatella, että tyypilliset ongelmat  
opettaisivat  ratkaisemaan oikeita ongelmia, tekemään päätöksiä ja 
suunnittelemaan ja analysoimaan tilanteita. 
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5.5 Tutkimus viime vuosikymmeninä 
 
Unkarissa matematiikan koulutusta on tutkittu pääasiassa  (yleisen) 
kasvatustieteen näkökulmasta. Vain pieni määrä matematiikan kouluttajia on 
panostanut matematiikan didaktiikan tutkimukseen. Pääsyyt ovat 
 
1. Uuden matematiikan opetussuunnitelman hitaan etenemisen aikana 

vanhemmat, opettajat ja poliitikot vastustivat muutosta. Opettajien 
koulutuksessa tarvittiin erityisiä ponnisteluita. Televisio, kansallinen radio 
ja päivälehdet yrittivät vakuuttaa ihmisille, etteivät uudistukset 
vahingoittaisi oppilaita. Lisäksi piti vakuutella, että uusi opetussuunnitelma 
voisi välttää ‖uuden matematiikan‖äärimmäisyydet. 

 
Tämä ei ollut oikea aika hiljaiselle tutkimustyölle. Johtavat yliopistokouluttajat 
yrittivät helpottaa uuden opetussuunnitelman tavoitteiden saavuttamista 
luennoillaan, artikkeleillaan ja kursseillaan. 
 
2. 1980-luvun alussa koulujen tarkastusjärjestelmä poistettiin. Siksi tyypilliset 

nopeat informaatio- ja palautekanavat eivät enää toimineet. Didaktinen 
tutkimusryhmä lakkautettiin. Lisäksi hallitus sulki kansallisen 
koulutuslaitoksen (OPI). Opetusministeriön uudet yksiköt eivät vastanneet 
koulutustutkimuksesta tai eivät halunneet tutkia matematiikan opetusta. 
Koulutustutkimus siirrettiin yliopiston vastuulle. Taloudellista tukea 
koulutustutkimukselle ei taattu. Nopeasti muuttuva koulutuspolitiikka ja 
jatkuva laitosten organisointi rikkoivat tutkijoiden välit.  

3. Tieteellinen kirjallisuus matematiikan opetuksesta ei ole ollut helposti 
saatavilla Unkarissa. Tähän asti kirjastoilta on puuttunut rahaa ostaa lehtiä 
tai kirjoja, jotka on julkaistu Unkarissa. Kansainvälisten julkaisujen ja 
kirjojen hintojen vuoksi on mahdotonta saada kansainvälistä kirjallisuutta. 
Tutkijat ja kouluttajat luottavat kansainvälisiin kaukolainoihin, joiden avulla 
he saavat erityiskirjoja lähimmästä kirjastosta vain kuukauden odotusajalla. 

 
5.5 Viimeaikaiset tutkimukset 
 
5.6.1 ‖Szegedin työpaja‖ 
 
Yksi arvovaltaisimpia ja arvostetuimpia koulutuslaitoksia Unkarissa nykyään 
on ‖Szegedin työpaja‖. Siellä tutkitaan empiirisesti isoja otoksia, joissa  
keskitytään julkisen koulutuksen avainkysymyksiin, kuten luetun 
ymmärtämiseen, matemaattiseen perustaitoon tai loogisten kykyjen 
kehitykseen. 

Vuoden 2000 PISA-tutkimuksen mukaan unkarilaiset oppilaat suoriutuvat 
keskitasoisesti tai heikommin soveltaessaan tietojaan matematiikasta ja 
luonnontieteistä monimutkaisessa ongelmanratkaisussa. Lisäksi Szegedin 
yliopiston tutkimukset paljastivat, että vaikka unkarilaislapset saavat valtavia 
määriä koulutietoa, he eivät osaa soveltaa tietojaan kovin hyvin. He osaavat 
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ratkaista tehtäviä, joissa toistetaan koulun opetussuunnitelman taitoja, mutta he 
eivät osaa käyttää taitojaan koulun ulkopuolella tavallisissa jokapäiväisissä 
tilanteissa. Säännönmukaisesti oppilaiden päätökset perustuvat naiiveihin 
ideoihin tai väärinkäsityksiin. Elävä kuvaus tästä on löydettävissä Csíkosin 
tutkimuksista (1999; 2003, 44), joissa verrataan neljäsluokkalaisten suorituksia. 

Csíkosin tutkimuksissa käytettiin 20 matemaattista sanallista ongelmaa 
Verschaffelin, de Corten ja Lasuren (1994) työstä. Unkarilaisessa testiversiossa 
oli kymmenen samaa vakio- ja rinnakkaisongelmaa realistisessa tekstissä kuin 
alkuperäisessä kokeessa. Testillä tutkittiin 10—11-vuotiaita oppilaita. Tulokset 
olivat samansuuntaisia kuin aiemmissa kansainvälisissä tutkimuksissa. Vaikka 
oppilaat ratkaisivat vakio-ongelmat hyvin, heidän suorituksensa laskivat 
radikaalisti, kun ongelmat esitettiin realistisessa kontekstissa (ks. taulukkoa 2). 
 
Taulukko 2. Unkarilaisten vakio-ongelmien ja realististen ongelmien tulokset ja 
Verschaffelin ym. (1994) tulokset realististen ongelmien ratkaisusta 
 

Ongelman 
konteksti 

Unkarin tutkimus 2002, N = 280 Verschaffelin ym. 
tutkimus 1994 

Vakio-ongelma 
(%) 

Realistinen 
Ongelma (%) 

Realistinen ongelma 
(%) 

Ystävät 98 18 11 

Laudat 71 14 14 

Vesi 96 17 17 

Bussi 89 36 49 

Juokseminen 67 2 3 

Koulu 92 7 3 

Pallo 37 82 59 

Ikä 85 0 3 

Naru 46 4 0 

Säiliö 52 1 4 

 
 
5.6.2 Euroopan matematiikan opetusperinne -projekti 
 
Hiljattain Euroopan Unioni (EU) muutti talouspolitiikkaansa ja alkoi tukea 
kansainvälisiä tutkimuksia. EU:n sateenvarjon alla tutkimusryhmä Eötvösin 
yliopistolta osallistui luokkahuonetutkimukseen METE-projektissa (Euroopan 
matematiikan opetusperinne) (Andrews 2005a, b). 

METE-projekti oli viisisuuntainen, EU-rahoitettu vertaileva tutkimus 
matematiikan opetuksesta flaamilaisessa Belgiassa, Englannissa, Suomessa, 
Unkarissa ja Espanjassa. Nämä maat edustavat hyvin Euroopan sosio-
taloudellista monimuotoisuutta ja monimuotoisia matematiikan saavutuksia 
viimeaikaisissa kansainvälisissä vertailuissa, kuten TIMSSissä, PISAssa ja 
niiden toistetuissa versioissa. Projektissa kerättiin aineistoa matemaattisten 
avainkäsitteiden opetuksesta neljältä tai viideltä oppitunnilta, joiden opettajat 
edustivat kunkin maan tavanomaista parempaa opetusta. Koulumatematiikkaa 
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edustavat aiheet olivat prosentit (aritmeettinen soveltaminen) ja polygonit 
(rutiininomainen geometrinen aihe) luokilla 5 tai 6, polygoneja (ei vain 
rutiiniaiheena geometriasta, vaan tilaisuutena tutkia opetussuunnitelman 
jatkuvuutta) ja lineaarisia yhtälöitä (formaalin algebran aihe) luokilla 7 tai 8. 
Tietojenkeräystä edelsi vuosi opetuksen havainnointia jokaisessa maassa, jotta 
voitiin kehittää kehys matematiikan tuntiaktiviteettien kuvausta ja analyysia 
varten. Oppitunneilta havainnoitiin seuraavia kohtia: 
 
1. opetusepisodin matemaattiset tavoitteet tai tulokset 
2. opetusepisodissa esitettyjen tehtävien matemaattinen konteksti ja 
3. opettajien käyttämät strategiat luokkatoiminnoissaan. (Projektin termeillä 

episodi oli se osa tuntia, jossa opettajan didaktinen intentio pysyi samana.) 
(Török 2007, 3). 

 
Judit Törökin ja Éva Zseredin tulokset olivat lupaavia ongelmanratkaisusta 
Unkarissa. Viime vuosikymmenellä Unkarissa on lisätty opiskelijoiden määrää 
yliopistossa. Siksi haluttiin tutkia 5—8-luokkalaisten ongelmaratkaisutaitoja. 
 
5.6.3 Opettajaopiskelijoiden ongelmanratkaisutaidot 
 
Erzsébet Zsinkó (2006) tutki opettajaopiskelijoiden ongelmanratkaisutaitoja ja 
asennetta matematiikkaa kohtaan. Tutkimuksen tavoitteena oli selvittää, onko 
opiskelijoilla sellaisia ongelmanratkaisutaitoja, joita heidän täytyy kehittää 
oppilaissa valmistuttuaan opettajiksi. Tutkimus sisälsi myös kyselyn, jonka 
tarkoituksena oli selvittää opiskelijoiden matematiikkakiinnostus ja mielipide 
matematiikan tärkeydestä. Kyselyllä selvitettiin myös opettajaopiskelijoiden 
tyytyväisyys omiin ongelmanratkaisutietoihinsa.  

Kolmannes opiskelijoista oli tyytyväisiä ongelmaratkaisutaitoihinsa. Osa 
opiskelijoista piti taitojaan vaatimattomana, vaikka ratkaisivat kaikki viisi 
ongelmaa oikein. Osa opiskelijoista ratkaisi vain yhden tehtävän oikein, mutta 
pitivät taitojaan hyvinä. Yli 40 prosenttia opiskelijoista, jotka pitivät omia 
taitojaan hyvinä, menestyivät hyvin, 70 prosenttia opiskelijoista, jotka pitivät 
tietoaan tyydyttävinä, menestyivät tyydyttävästi tai paremmin. Tutkimus 
osoittaa, että yliopiston on varmistettava, että opiskelijoilla on hyvä ymmärrys 
omista taidoistaan. Yliopistokoulutuksen suurin haaste on, miten voidaan lisätä 
opettajaopiskelijoiden ongelmanratkaisutaitoja hyvin suunnitelluilla opinnoilla. 
 
 
 
5.6.4 Tutkimus ongelmanratkaisustrategioiden opettamisesta 
 
József Kosztolányin (2006) tutkimuksen tavoitteena oli selvittää, edistääkö 
hyvin suunniteltu ja suoritettu kurssi opiskelijoiden ongelmanratkaisustra-
tegioiden soveltamista. Kosztolányi sovelsi työssään Alan Schoenfeldin eri 
ongelmanratkaisumetodien tehokkuustutkimusta (Schoenfeld 1980; 1983; 1985; 
1994). 
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Kosztolányi käytti tyypillistä unkarilaista ongelmanratkaisuympäristöä. 
Alkukoe mittasi, miten opiskelijat tunnistivat ja sovelsivat strategioita annetun 
ongelman ratkaisussa. Sittemmin koulutukseen osallistuneet opiskelijat 
työskentelivät itsenäisesti ratkaistakseen 30 ongelmaa. Sitten ongelmista 
keskusteltiin sekä matemaattisesti että koko luokan käyttämän metodologian 
näkökulmasta. Liitteessä 4 on yksi esimerkki ongelmista. Loppukokeessa 
mitattiin opiskelijoiden ongelmanratkaisustrategioiden soveltamista. 

Tutkimuksen tulokset osoittivat, että opettajankoulutuksessa tarvitaan 
heuristisen ongelmanratkaisun opettamista matematiikassa. Ongelmanratkaisu 
suuntaavien kysymysten avulla vaikuttaa tehokkaammin kuin luento 
opiskelijoita strategioiden omaksumiseen. 
 
5.6 Yliopiston pääsykokeiden muutos 
 
Yliopiston pääsykoejärjestelmä vaikutti voimakkaasti lukioiden ongelman-
ratkaisun opetukseen. Vuoteen 2005 vuoteen asti oli erityinen, pääasiassa 
kirjallinen matematiikan koe kaikkiin yliopisto-opintoihin,  joissa erikoistutaan 
matematiikkaan, fysiikkaan, teknologiaan ja taloustieteisiin. 

Opiskelupaikkarajoitusten takia yliopistoissa pääsykoe palveli lähinnä 
porttina. 1980-luvulla 25 prosenttia ikäluokasta pyrki yliopistoon. Hakijoitten 
määrä on  noussut 50 prosenttiin viime vuosina. Pääsykokeen kaksi viimeistä 
ongelmaa olivat erityisen vaikeita. Pääsykoejärjestelmä kangisti toisen asteen 
koulujen opetusta. Monet opettajat panostivat huippuoppilaiden opetukseen 
matematiikan tunneilla. Oppilaiden täytyi käyttää aikaa koulun ulkopuolella 
valmistautuakseen pääsykokeisiin. 

Vuonna 2005 erillinen pääsykoe yliopistoon poistettiin. Kelpoisuus 
määritellään ylioppilaskirjoitusten tulosten, lukion arvosanojen ja vieraiden 
kielten arvosanojen perusteella. 

Vuodesta 2005 lähtien ylioppilastutkinto on ollut kaksitasoinen, keski- ja 
korkeatasoinen. Periaatteessa molemmat tasot oikeuttavat yliopisto-opiskeluun. 
Matematiikan ongelmat ylioppilastutkinnossa liittyvät jokapäiväisiin 
ongelmiin, mutta pääosa ongelmista ovat koulussa opetettavia ongelmia. 
Liitteessä 5 on muutamia esimerkkejä keskitason ylioppilastehtävistä. 
Luonnollisesti korkeatasoisen kokeen matematiikan sisältö vaatii opettajien 
jatkuvaa opiskelua. Jotkut ongelmakirjat, esimerkiksi Imre Rábain kirjasarja, 
auttavat. 
 
 
5.7 Koulun ulkopuoliset foorumit 
 
5.8.1 Matematiikkalehdet 
 
Ongelmanratkaisua ei opita ainoastaan luokissa. Vuonna 1894 luonnontieteen 
opettaja Daniel Arany alkoi toimittaa kuukausittain ilmestyvää lehteä 
matemaattisesti lahjakkaille oppilaille. Középiskolai Matematikai Lapok 
(KöMaL), matematiikkalehti toisen asteen kouluille tuli myös 
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ongelmanratkaisutiedon lähteeksi (Radnai 1988). Useat matemaatikko- ja 
tiedemiessukupolvet ovat kehittäneet kykyjään KöMaLin avulla. Kuten Hersh 
ja John Steiner (1993, 15) huomauttivat: 
 
Kun George Pólyaa (1887-1985) pyydettiin selittämään niin monen erinomaisen matemaatikon 
ilmestymistä Unkarissa 1900-vuosisadan alussa, yksi Pólyan kolmesta selityksestä oli matematiikkalehti 
toisen asteen kouluille, joka stimuloi kiinnostusta matematiikkaan ja valmensi oppilaita kilpailuja varten. 

 
Vuonna 1994 Sándor Roka perusti ABACUS-nimisen lehden, jossa ilmestyi 
matematiikkaa kuukausittain 10—14-vuotiaille oppilaille, opettajille ja 
matematiikasta kiinnostuneille. Lehti välitti matematiikkaa ammattimaisen 
tarkasti, mutta sitä oli nuorten lukijoiden helppo lähestyä. Sitä julkaistaan 
säännöllisesti, ja sen taitto on esteettisesti miellyttävää. Kolumnien tekijät ovat 
opettajia ja yliopisto-opiskelijoita eri puolilta Unkaria (Szendrei & Zsitányi 
2007). 
 
5.8.2 Élet és Tudomány 
 
Élet és Tudomány (Elämä ja Tiede) -lehti on järjestänyt 30 vuotta kilpailuja 
matematiikassa. ’Ajattelun koulussa’ (A gondolkodás iskolája) kilpailijoiden 
täytyy ratkaista kymmenen ongelmaa kirjallisesti. Ratkaisuyritykset, oikeat 
ratkaisut ja lisämerkinnät julkaistaan. 

Ongelmien tekstit eivät ’sepitettyjä’ matematiikan ongelmia. Päinvastoin 
monissa tapauksissa hyvin määritelty matematiikan ongelma on ilmaistu siten, 
että siitä saadaan kiinnostavasti tekstitetty ongelma. Yli 1000 kilpailijaa 
osallistuu ajattelukouluun. Matematiikan opettajat János Herzczeg, István 
Reiman ja János Pataki järjestävät kilpailun. Tyypillinen ongelma on liitteessä 6. 
 
5.8.3 Kansalliset kilpailut 
 
Yksi Unkarin kansallisesta ongelmanratkaisutoiminnasta on matematiikka-
kilpailujärjestelmä, olympialaiset (Burkhardt ym. 1984, 106). Alussa kilpailut 
palvelivat matemaattisesti erittäin lahjakkaiden oppilaiden kehitystä. Mitä tämä 
tarkoittaa? Onnistumisen toivossa oppilaat ja opettajat käyttävät ylimääräistä 
energiaa ja aikaa matematiikan opettamiseen ja oppimiseen. Luonnollisesti 
eivät ainoastaan ne oppilaat, jotka onnistuvat matemaattisissa kilpailuissa, ole 
lahjakkaita matematiikassa. Voittaakseen kilpailun oppilaat tarvitsevat paineen 
sietokykyä enemmän kuin luovuutta ja korkeatasoista tietoa. Jotkut oppilaat 
suoriutuvat paremmin kilpailussa kuin vähemmän stressaavassa tilanteessa. 
On monia lahjakkaita oppilaita, jotka tarvitsevat aikaa ja syventymistä 
onnistuakseen ongelmanratkaisussa. 

Pääosa unkarilaisista kansallisista kilpailuista sisältää ongelmia, joiden 
ratkaisemiseen tarvitaan pitkä aika keskittyneeseen työhön. Osallistujien on 
kirjoitettava ratkaisunsa yksityiskohtaisesti ja todistettava se. Joskus 
matematiikan kirjojen käyttö on sallittua. Vähintään kaksi itsenäistä 
kilpailukomitean jäsentä arvioi oppilaiden ratkaisut, mutta kaikki komitean 
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jäsenet yleensä lukevat voittajien työt. Ongelmat ratkaisuineen julkaistaan 
ajoittain, jotta opettajat ja oppilaat voivat oppia kilpailuista. 

Yksi korkeatasoisimmista on matematiikkakilpailu Miklós Schweitzerin 
muistolle. Siinä lukiolaiset ja yliopisto-opiskelijat voivat ratkaista ongelmia 
kotona. Matematiikkojen yhteisö ei auta opiskelijoita. 

Koska osallistuvien yläasteiden ja lukioiden oppilaiden määrä kasvaa, on 
tärkeää lisätä kilpailuja, jotta lapsilla on enemmän tilaisuuksia onnistua. 
Kilpailut ovat pääasiassa 14—20-vuotiaille. 

Sen jälkeen kun matematiikan opetussuunnitelma muuttui vuonna 1978, 
kilpailuja suunniteltiin 10—14-vuotialle. Myöhemmin Matematikában 
Tehetséges Gyerekekért Alapítvány (Mategye) (Matemaattisesti lahjakkaiden 
lasten säätiö) suunnitteli kilpailun noin 8—14-vuotiaille oppilaille. Tässä 
kilpailussa käytetään monivalintaongelmia, mutta on myös 10—14-vuotiaiden 
kilpailu, jossa vaaditaan jokaisen ongelman yksityiskohtaista ratkaisua. Noin 
5—7 ongelmaa täytyy ratkaista kolmessa tunnissa. 
 
5.8.4 Matemaattiset harrastusryhmät ja matematiikkaleirit 
 
Matemaattisesti lahjakkaiden koulutus Unkarissa näyttää kadehdittavalta. 
Tämä on ollut mahdollista, koska opettajat ovat aina panostaneet lahjakkaiden 
oppilaiden harrastuksiin. Viimevuosina Lajos Pósan ja hänen oppilaidensa 
panostus matematiikkaleireihin on avannut mahdollisuuksia keskitasoa 
paremmille oppilaille. 
 
 
6 Yhteenveto 
 
Tässä tutkimuksessa olemme analysoineet 40 vuoden kehityssuuntia Unkarissa, 
erityisesti tutkimusta ja innovaatioita, jotka ovat vaikuttaneet ongelmaratkaisun 
kehittymiseen matematiikassa. Useista merkittävistä tuloksista, joista osa on 
myös tunnustettu ulkomailla, ehdottomasti merkittävin on Tamás Vargan 
matematiikan opetuskokeilu. Se on merkittävä sekä sisällöllisesti että 
didaktisesti. 

Vargan opetuskokeilu paransi erityisen merkittävästi suuren ihmismäärän 
matemaattista ajattelua. Mallit matemaattisessa ajattelussa voivat ratkaista 
tosielämän tilanteita. Uusilla koulumatematiikan sisältöalueilla Tamás Varga ei 
ainoastaan lisännyt ongelmanratkaisumallien määrää, vaan pani ne käytäntöön 
peruskoulussa. Tämä monimuotoisuus olisi voinut helposti aiheuttaa lapsissa 
kaoottisen ja hajanaisen tunteen sekä matemaattisen tiedon kehittymisen. Varga 
vältti tämän kuvaamalla monimuotoisuutta sateenkaarella, jonka värit 
kaareutuvat vierekkäin taivaalla matematiikan tavanomaisen kaaren kanssa. 

Toinen Vargan kokeilun tekijä oli opettajan nerokkuus. Varga tunsi 
pedagogiikan ja psykologian viimeisimmät saavutukset ja syrjäytti ne omalla 
erikoisalallaan. Hän piti matematiikan opettamisesta, joka on aina ollut herkkä 
aihe. Vargan mukaan matematiikka on kaikkien ilon lähde. He kehitti monta 
leikkisää harjoitusta ja teki nokkelia ja osuvia huomioita opettaessaan. Hänen 



22 

 

 
 

 

  

matematiikan didaktiikkansa perustui (jo tuona aikana!) ryhmätyöhön, jota 
tänään kutsutaan yhteistoiminnalliseksi oppimiseksi. Hän korosti sosiaalisten 
taitojen kehittämistä ryhmätyössä. Tämä on nykyisessä opetussuunni-
telmassamme nimellä ‖yhteinen pätevyys‖. Myös eriyttäminen oli välttämätön 
osa hänen lähestymistapaansa luokissa, joissa oli jopa 40 oppilasta. 
Kehittäessään innovatiivisia harjoituksia ja monisteita, jotka ovat 
käyttökelpoisia nykyisinkin, Varga sovelsi konstruktiivisen pedagogiikan 
perusideaa: jokaisella oppilaalla on erilaiset kyvyt eri alueilla ja kaikkia näitä 
kykyjä pitää kehittää. 

Varga itse arvioi, että noin 100 vuoden kuluttua, toisaalta opettajat 
sitoutuvat täysin näihin uusiin matematiikan opetusmenetelmiin, ja toisaalta 
yhteiskunta on valmis hyväksymään nämä menetelmät. Uudet ongelmatyypit 
ovat löytäneet tiensä opetukseen lähes vaivattomasti. Ala-asteen opettajat 
hyväksyivät ja sovelsivat uutta matematiikkaa jokapäiväisessä opetuksessaan, 
mutta vain pieni vähemmistö yläasteen opettajista. Ylemmällä kouluasteella 
opetus perustuu hädin tuskin näihin uusiin käsitteisiin. Näin kohtaavat György 
Pólyan, Tamás Vargan ja monen muiden unelmat, joissa ongelmanratkaisu ei 
ole pelkoa herättävää, vaan kaikkien nauttimaa turvallista älyllistä urheilua 
(Pólya 1945; 1954; 1957; 1981). Nykyinen opettajankoulutus on muuttunut, jotta 
se  vastaisi Unkarin uuden kansallisen opetussuunnitelman  vaatimuksia, mutta 
lukion opettajien koulutus on muuttunut vähän. Silti  monet uskovat 
virheellisesti, että hyvä matematiikan opetus perustuu ainoastaan opettajan 
laadukkaisiin ongelmanratkaisutaitoihin. Tämän vuoksi vielä nykyisin 
opetetaan paljon vähemmän matematiikan didaktiikkaa kuin itse 
matematiikkaa. 

Olemme tyytyväisiä, että uusissa GCSE-koetehtävissä on puhtaasti 
matemaattisten tekijöiden lisäksi värikäs konteksti. Koetehtävissä on useita 
ongelmia. Ne ovat ehdottomasti vaikuttaneet suotuisasti toisen asteen 
matematiikan opetukseen. Bolyai Jánoksen matemaattinen yhteisö, 
matemaatikkojen ja matematiikan opettajien organisaatio, on tukenut vankasti 
innovaatioita. Tieteellistä tutkimusta matematiikan didaktiikasta vahvistaa 
filosofian tohtorin arvosana, joka edistää tutkimustulosten soveltamista 
opetukseen. Yliopisto on siis panostanut didaktiseen tutkimukseen, jonka 
tieteellistä validiteettia säännöllisesti aliarvioidaan. Viimeisenä,  mutta ei 
vähäisimpänä, on rohkaisevaa huomata, että on kulunut 30 vuotta, kun nämä 
uudet matematiikan opetuksen lähestymistavat esiteltiin. Varga oli oikeassa: 
suunnitelmamme toteutuvat niin lyhyessä ajassa kuin 70 vuotta. 
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Artikkeli on julkaistu ZDM Mathematics Education –lehdessä 2007, 39, 
443—458. Artikkelin ovat suomentaneet Pirjo ja Henrik Tikkanen. Artikkeli 
julkaistaan Varga—Neményi ry:n 5-vuotisjuhlajulkaisussa Julianna Szendrein 
kirjallisella luvalla.  
 
Liitteet 
 

Liite 1. Taulukko  3. Osa kansallisesta opetussuunnitelmasta (NAT 2003), ongelmien hallinta ja 
ratkaisu 

 
Luokat 1—4 Luokat 5—6 Luokat 7—12 

Ongelman ymmärrys (ongelmatilanteen kokemus); herkkyys ongelmille 

Luetun ja kerrotun ongelman ymmärtäminen tilanteessa ja tarinassa; välineiden käyttö 
ymmärtämisen apuna (toiminta luonnollisissa tilanteissa, kuvien tekeminen, tilanteesta 
puhuminen, kysymysten kielentäminen, tietoisuus tunnetusta tai merkitsevästä ongelman 
aineistosta, olennaisen erottaminen epäolennaisesta) 

  Väittely tunnetuista ja tuntemattomista tekijöistä; olettamusten 
ja kysymysten kielentäminen;  katsaus yksinkertaisiin 
ongelmiin. 

  Käsiteltävän ongelman yksinkertaistaminen aiemmin opittujen 
ongelmien avulla. 

  Valinta, matemaattisen mallin muodostaminen ongelmasta. 
(Ongelman purku; yleisnäkökulma monimutkaisesta 
ongelmasta. Uudelleenmuotoilu tunnetummaksi ongelmaksi; 
analogien etsintä.) 

Ratkaisu matemaattisilla skeemoilla. Tieto matemaattisista skeemoista (esim. avoimista 
lausekkeista, kuvaajista, jaksoista, funktioista, funktioiden kuvaamisesta, tietokoneohjelmista, 
tilastollisista analyyseista), sen soveltamisen metodeista ja rajoista (tarkkuus, sovellettavuus). 
Itsearviointi; Vastuun ottaminen tuloksista. 

Useiden ratkaisumetodien etsiminen, vaihtoehtoisten ratkaisujen vertailu 

 Parhaitten ongelmaratkaisumenetelmien valinta perusteluineen. 

Ratkaisun liitäminen alkuperäiseen ongelmaan. Ratkaisun vertaaminen ehtoihin, hypoteesiin 
ja todellisuuteen. 

  Keskustelu. (Mahdollisuuksien laskeminen. Pohdinta, miten ja 
millä tavoin ehdot vaikuttavat tulokseen, kuinka ratkaisu 
muuttuu, jos ehtoja poistetaan tai muutetaan.) 

Vastaaminen suullisesti ja myöhemmin kirjallisesti. 
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Liite 2. Taulukko 4. Koulutus on pakollista 18 ikävuoteen asti 

 

Ammatilliset opinnot saa aloittaa 16-vuotiaana, siihen asti oppilaat ovat peruskoulutuksessa. 
 
 
Liite 3. Tehtävä 4 (Radnai-Szendrei 1977) 

 

Jokainen paketti yllä olevassa kuvassa sisältää kymmenen tulitikkulaatikkoa. 

 
(a) Kuinka monta tulitikkulaatikkoa on tällä hyllyllä? 
(b) 52 laatikkoa myytiin 
Selvitä kuvan avulla, kuinka monta laatikkoa hyllylle jäi: ___________ 
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Liite 4. (Kosztolányi 2007,16) 

Strategia: Jos tehtävässä saa arvata yhden kerran, päättele, käytä toistoa tai  päättele sijoittamalla 
luonnollisia lukuja tehtävään. 
Ongelma: Onko totta, että kaikista kolmioista on leikattavissa n kappaletta tasakylkisiä kolmioita 
kaikilla positiivisilla arvoilla, jotka eivät ole pienempiä kuin neljä? 
Kysymykset 
1. Yritä leikata joku kolmio neljäksi tasakylkiseksi kolmioksi. (Apukysymykset: 1. Voiko 

kaikki kolmiot leikata kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi? 2. Voiko kaikki kolmiot 
leikata kahdeksi tasakylkiseksi kolmioksi?) 

2. Kuinka voisimme leikata vaihtoehtoisen kolmion 7; 10; 13; …; 3k + 1 (k yhtä suuri tai 
suurempi kuin 1) tasakylkiseksi kolmioksi edellistä tehtävää hyödyntäen? Kuinka se 
voidaan yleistää? Mitä muita tapauksia pitäisi todistaa, jotta voitaisiin vastata kyllä 
ongelman kysymykseen? 

3. Yritä leikata joku kolmio viideksi tasakylkiseksi kolmioksi. Kuinka aikaisempia 
tuloksiamme voisi käyttää? Kuinka se täytyisi leikata, jos kolmio on tasasivuinen ja kuinka, 
jos kolmio ei ole tasasivuinen? 

4. Yritä leikata vaihtoehtoinen kolmio kuudeksi tasakylkiseksi kolmioksi. Kuinka edellisiä 
tuloksia voisi käyttää? 

 
 
Liite 5. Ylioppilaskoe  9. toukokuuta 2006. 

Osa 1 (11 ongelmaa, 45 minuuttia aikaa) 
Ongelma 1. Kolmion sisempien kulmien suhde on 2:5:11. Kuinka monta astetta on pienin 
kulma? (2 pistettä) 
Ongelma 9. Neljän ihmisen yhtiö pitää yhteyttä sähköpostitse. Jokainen heistä kirjoittaa 
enintään yhden sähköpostin toisille. Kuinka monta kirjettä neljä ihmistä voisi enintään kirjoittaa 
viikossa? Valitse mahdollisuusluettelosta. Selitä vastauksesi. (2 pistettä). 
 
Osa II./B (135 minuuttia. Kaksi ongelmaa täytyy ratkaista ongelmista 12, 13 ja 14.) 
Ongelma 13. TV-pelissä esitetään viisi kysymystä. Jos kilpailija vastaa ensimmäiseen 
kysymykseen oikein, hän voittaa 40.000 forinttia. Ennen jokaista seuraavaa kysymystä hänen 
täytyy päättää, kuinka prosenttia hän voitoistaan riskeeraa: 50, 75 vai 100. Jos kilpailija vastaa 
oikein, panostettu summa kaksinkertaistetaan. Jos kilpailija vastaa väärin, hän häviää 
panostamansa summan. Loput rahat kilpailija saa pitää ja peli loppuu. 

 

(a) Kuinka paljon kilpailija voi voittaa, jos hän vastaa kaikkiin 5 kysymykseen oikein 
riskeeraten suurimman summan (100 %) joka kerran? (4 pistettä) 

(b) Kuinka paljon kilpailija voi voittaa, jos hän vastaa kaikkiin viiteen kysymykseen oikein 
ja pelaa varovaisesti panostaen pienimmän mahdollisen osuuden (50 %) joka kerta? (4 
pistettä) 

(c) Kilpailun aikana yksi pelaajista vastaa ensimmäiseen neljään kysymykseen oikein. Hän 
panosti 100 % ennen toista kysymystä ja 75 % ennen kysymyksiä 3, 4 ja 5. Hän vastasi 
väärin viimeiseen kysymykseen. Kuinka paljon rahaa hän sai mukaansa? (5 pistettä) 

(d) Kilpailija vastasi kaikkiin viiteen kysymykseen oikein ja panostaa yhden vaihtoehdoista 
samalla todennäköisyydellä. Mikä on todennäköisyys että hän suurimman mahdollisen 
summan? (4 pistettä) 
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Liite 6. Ajattelukoulu (Elämä ja tiede 21. marraskuuta 2005) 
 
Kuten joka vuosi, András tänäkin vuonna osallistui perinteiseen syksyiseen maastojuoksuun. 
Kilpailun lopussa maasto oli melko vaativaa ja edellä juoksevan kilpailijan kiinniotto vaikeutui, 
joten tasapelejä ei tullut. András ei ollut tyytyväinen suoritukseensa. Hän on aika vaitonainen 
koko jutusta ja sanoo vain tämän: Hän ei odottanut, että hänet ohittaisi niin moni kilpailija, 
mutta samaan aikaan on lohduttavaa tietää, että hän myös juoksi ohi juuri niin monesta 
kilpailijasta, kuin maaliin pääsi ennen häntä. Yksi ohitetuista kilpailijoista oli Béla, joka on 
tyytyväinen kymmenenteen sijaansa, kun Csaba, joka yleensä voittaa hänet, pääsi vain 16. 
sijalle. Mikä oli Andráksen sijoitus tässä kilpailussa? 
 
 
Henkilöt ja lyhenteet 
1. Peter Rozsa (1905-1977) matemaatikko, vastaava jäsen Unkarin Tiedeakatemiassa 
2. Tibor Gallai (1912-1992) matemaatikko, vastaava jäsen Unkarin  
       Tiedeakatemiassa 
3. OPI oli virallisen kansallisen koulutuslaitoksen (National Institute of  
       Education) nimi Unkarissa 
4.    Tamás Varga (1919-1987), matemaatikko 
5. CIEAEM Commission Internationale pour l’Étude et l’Amélioration de  
       l’Enseignement des Mathématiques.  
6.    SIMS 1980 Second International Mathematics Study 
7.    TIMSS 1995 Third International Mathematics and Science Study. 
8. IEA International Association for the Evaluation of Educational  

Achievement 
9.    PISA Programme for International Student Assessment 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



27 

 

 
 

 

  

Lähteet 
 
Andrews, P., Sayers, J. Depaepe, F., Carrillo, J. & Szeredi, E. 2005. 
 The mathematics education traditions of Europe (METE) project: 

Principles and outcomes. Symposium conducted at the 11th Biennial 
EARLI conference. Nicosia: University of Cyprus, 43—47. 

Andrews, P., Hatch, G. & Sayers, J. 2005. What do teachers of mathematics 
teach? An initial episodic analysis of four European traditions. Teoksessa 
D. Hewitt & A. Noyes (toim.) Proceedings of the Sixth British congress of 
mathematics education. London, University of Warwick, 9—16. 

Beke, M. & Mikola, S. 1909. A középiskolai matematikai tanítás reformja (The 
reform of secondary mathematics education). Budapest: Franklin Társulat. 

Burkhardt, H., Groves, S., Schoenfeld, A. & Stacey, K. (toim.) 1984. Problem 
Solving – a World View. Teoksessa Proceedings of problem solving theme 
group, ICME 5. University of Nottingham. 

Csapó, B. (toim.) 1998. Az iskolai tudás (School knowledge). Budapest: Osiris 
Kiadó. 

Csíkos, C. 1999. Iskolai matematikai bizonyítások és a bizonyítasi képessed. 
(Proofs in school and the ability of proving). Magyar Pedagógia 99(1), 3—
21. 

Csíkos, C. 2003. Matematikai szöveges feladatok megértésének problémai 10—
11 éves tanulók körében. (The difficulties of comprehending mathematical 
word problems in students 10—11 years age). Magyar Pedagógia 103(1), 
35—55. 

Dossey, J., Csapó, B., de Jong, T., Klieme, E.  & Vosniadou, S. 2000. Cross-
curricular competencies in PISA. Towards a framework for assessing 
problem-solving skills. Teoksessa Contributions from the INES networks 
and working groups, The INES compendium. Tokyo: OECD, 19—41. 

Freudenthal, H. 1973. Mathematics as an educational task. Dordrecht: D. Reidel 
Publishing Company, 77—104. 

Hersh, R., & John-Steiner, V. 1993. A visit to Hungarian mathematics. The 
Mathematical Intelligencer 15(2), 13—26. 

Klein, S. 1987. The effects of modern mathematics. Budapest: Akadémiai Kiadó. 
Kosztonlányi, J. 2006. On teaching problem-solving strategies. Doctoral thesis, 

University of Debrecen. 
Mathematics syllabus 1956. 62/1956 (M.K. 23) O.M. Tanterv az általános iskola 

számára (Syllabus for the general schools) Budapest: Tankönyvkiadó. 
Mullis, I. V. S., Martin, O. & Foy, P. 2005. Mathematics achievement in the 

cognitive domains at the fourth and eighth grades (chapter 2). Teoksessa 
IEA’s TIMMS 2003 international report on achievement in the 
mathematics cognitive domain. Chestnut Hill: TIMSS & PIRLS 
International Study Centre, Boston College, 23. 

NAT. 2003. Hungarian National Core Curriculum. Retrieved April 23, 2007  
 from 
http://www.okm.gov.hu/main.php?folderID=137&articleID=6994&ctag=articl
elist&iid=1=‖URL‖/>. 

http://www.okm.gov.hu/main.php?folderID=137&articleID=6994&ctag=articlelist&iid=1=”URL”/%3e
http://www.okm.gov.hu/main.php?folderID=137&articleID=6994&ctag=articlelist&iid=1=”URL”/%3e


28 

 

 
 

 

  

OECD. 2000. Measuring student knowledge and kills. The PISA 2000  
 assessment on reading, mathematical and scientific literacy. Paris: OECD. 
OECD 2003. The PISA 2003 assessment framework. Mathematics, reading, 

science and problem solving knowledge and skills. Paris: OECD. 
Pertl, G. 2000. Quality in education. Paper presented at the Arion-conference on 

quality assurance. Pilisborosjenö, Hungary, March 19—25, 2000. Retrieved 
April 23, 2007 
http://www.oki.hu/printerFriendly.php?tipus=cikk&kod=english-
artpertl-arion.html. 

Pólya, G. 1945. How to solve it. Princeton: Princeton University Press. 
Pólya, G. 1954. Mathematics and plausible reasoning (osat 1—2). 
 Princeton: Princeton University Press 
Pólya, G. 1957. How to solve it (2. painos) Princeton: Princeton University Press. 
Pólya, G. 1981. Mathematical discovery (osat 1-2). New York: Wiley. 
Radnai, G., & Kunfalvi, R. 1988. Physics in Budapest. A survey. Amsterdam: 

North-Holland Physics Publishing. 
Radnai-Szendrei, J. 1983. A matekamatika-vizsgálat (The mathematics study). 

Pedagógiai Szemle 32(2), 151—157. 
Radnai-Szendrei, J. 1977. Tentative d’evaluaiton de certains effects d’un 

nouveau programme de mathematique. (An attempt at the evaluation of 
some effects of a new mathematics program.) Teoksessa Proceedings of 
the evaluation in the teaching of mathematics, CIEAEM 29. Lausanne, 95—
105. 

Schoenfeld, A. H. (toim.) 1983. Problem solving in the mathematics curriculum: 
A report, recommendations and an annotated bibliography. Washington, 
DC: Mathematical Association of America. 

Schoenfeld, A. H. 1985. Mathematical problem solving. Orlando: Academic 
Schoenfeld, A. H (toim.) 1994. Mathematical thinking and problem solving.  

Hillsdale: Erlbaum. 
Szendrei, J. 1991. Matematikatanításunk nemzetközi mérlegen (Mathematics 

education on an international scale). Doctoral thesis, Budapest, ELTE. 
Szendrei, J. 1996. Concrete materials in the classroom. Teoksessa A. Bishop, K. 

Clements, C. Keitel, J. Kilpatrick & C. Laborde (toim.) International 
handbook of mathematics education. Dordrecht, Kluwer, 411—434. 

Szendrei, J. 2005. Gongolod, hogy egyre megy? (Do You Think it’s the Same?)  
Teoksessa Dialogues on mathematics education. Budapest: Typotex Kiadó. 

Szendrei, J. & Szitányi, J. 2007. Intereses y sentimientos: !qué. dificultades tiene  
el desarrollo de la mentalización hacia las probabilidades en la escuela 
primaria? (Interest and feelings: what difficulties does the development of 
the mentalication have regarding the study of probability in the primary 
school?) Uno: Revista de didáctica de las matematicas, osa 44, 31—47. 

Török, J. 2007. The mathematics education traditions of Europe (METE) project.  
Teaching mathematics and computer science. Debrecen: University of 
Debrecen. 

Varga, T. 1965. The use of a composite method for the mathematical education  

http://www.oki.hu/printerFriendly.php?tipus=cikk&kod=english-artpertl-arion.html
http://www.oki.hu/printerFriendly.php?tipus=cikk&kod=english-artpertl-arion.html


29 

 

 
 

 

  

of young children. Bulletin of International Study Group for Mathematical 
Learning 3(2), 1—9. 

Varga, T. 1968. Higher mathematics in lower grades. Teoksessa Feldman (toim.)  
Prepubescent mathematical learning (C18-C22). San José: San José State 
College Mathematics Department. 

Vári, P. (toim.). 1997a. Are we similar in math and science? A study of grade 8 
in nine central and eastern European countries, IEA. Budapest: IEA-OKI. 

Vári, P. (toim.) 1997b. Monitor ’95. National assessment of student achievement. 
Budapest: National Institute of Public Education. 

Vári, P. (toim.) 2003. PISA 2000 Survey (PISA-vizsgálat 2000). Budapest, 
Müszaki Könyvkiadó. 

Verschaffel, L., de Corte, E., Lasure, S. 1994. Realistic considerations in 
mathematical modelling of school arithmetic word problems. Learning 
and Instruction 4, 273—294. 

Vidákovich, T., & Csapó, B. 1998. A szövegesfeladat-megoldó készégek 
fejlödése (The  development of ability to solve text problems). Teoksessa 
V. Lajos (toim.). Közoktatás-kutatás 1996-1997. Budapest: Müvelödesi és 
Közoktatási Minisztérium, 247—273. 

Zsinkó, E. 2006. Analysis of the affective factors of learning mathematics among 
teacher trainees. Teaching Mathematics and Computer Science 4(2), 225—
254. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



30 

 

 
 

 

  

           Eszter C. Neményi 
 

                 LUOVA AJATTELU JA TOIMINTA 
 
 
Kun seuraat, miten pieni lapsi yrittää avata tulitikkurasiaa, huomaat, että hän 
avaa ja sulkee suutaan. Liikkeillään hän matkii sitä, mitä tavoittelee. Vieraassa 
paikassa vastaavalla tavalla autat itseäsi suuntautumisessa. Koko vartalosi, 
kätesi ja käsivartesi spontaaneilla liikkeillä luot tarvittavat suunnat. Kun 
seuraan puhumaan opettelevaa lastani ja lapsenlastani, huomaan, että hän 
yrittää käyttää oivaltamaansa uutta sanaa seuraavassa lauseessaan. Hän 
tarkkailee vaikutusta, onnistuiko ymmärtämään sanan. Pienelle lapselle 6—8 
ikävuoteen saakka on luonteenomaista, että hän tehden ja rakentaen luovasti 
opettelee ja omaksuu uusia tilanteita, sanoja ja ongelmia. Katsotaan, minkälaisia 
asioita lapsi voi muodostaa opiskellessaan matematiikkaa luvuilla ja 
rakentaessaan geometriassa. 
 
 
1     Lukujen muodostaminen erilaisin ehdoin 
 
Mikä on tavallisesti lapsen tehtävä koulussa? He saavat käskyjä, joita heidän 
täytyy toteuttaa: Laskee yhteen! Laske! Väritä! Taita! Laita nuoli pienemmästä 
suurempaan! Valitse parilliset! Kieltämättä koulutyössä tarvitaan näitäkin 
toimintoja. 

Kun tarjoamme oppilaille ongelmia, edellytämme heiltä aivan erityypistä 
toimintaa. Antaessamme heille ongelman ratkaistavaksi odotamme heiltä luovaa 
toimintaa, jolloin he saavat käyttää ajatteluaan ja mielikuvitustaan hyödyntäen 
omaksuttuja tietoja, taitoja ja välineitä. Heitä ei määrätä toteuttamaan tehtävää, 
vaan heille annetaan päämäärä. Jos päämäärä houkuttelee, lapset lähtevät 
mielellään tavoitteelliselle tutkimusretkelle. 
 
Laaditaan tähän tarkoitukseen sopivia tehtäviä: 
1. Oppilas rakentaa annetuista luvuista annetuilla laskutoimituksilla 

monenlaisia uusia lukuja. 
2. Joitakin lukuja (tai numeroita) käyttäen oppilas muodostaa annetun luvun 

tai mahdollisimman yhtä suuren luvun. 
3. Oppilas rakentaa annetuista numeroista luvun, jolla on tiettyjä 

ominaisuuksia. 
4. Oppilas muodostaa annetuista numeroista kaikki mahdolliset luvut joillakin  
     ehdoilla. 
 
Tämänkaltaiset tehtävät antavat mahdollisuuden jokaiselle työskennellä omalla 
välineistöllään, omien kykyjensä mukaan ja omassa tahdissaan. Jokainen 
suorittaa paljon ajattelu- ja laskutoimituksia, vaikka tekee virheitäkin. Näiden 
pohtiminen, arvioiminen ja vertaaminen tavoitteeseen on kokonaisvaltaisempaa 
ja inhimillisempää kuin käskyn toteuttaminen. Näin työskennellen lapsi saattaa 
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kohdata yllättäviä uusia ilmiöitä ja seikkoja matkallaan päämäärään. 
Tämänkaltainen työskentely kehittää sekä laskutaitoja että ajattelua 
menestyksellisemmin kuin laskutehtävien suorittaminen toinen toisensa 
jälkeen. Katsotaan nyt pari esimerkkiä kustakin tehtävästä. 

 
1. Uusien lukujen rakentaminen annetuista luvuista annetuilla 

laskutoimituksilla.  
 

1.1 Rakenna luvuilla 3 ja 5 merkkiä + käyttäen uusia lukuja. Kumpaakin 
lukua saa käyttää kuinka monta kerta tahansa. Minkälaisia on 
mahdollista rakentaa, minkälaisia ei ole mahdollista?  

 
Huomattakoon, että tässä on kysymys luvuista ei numeroista eli niitä ei voi 
laittaa vierekkäin: 35, 53,… 
 
Tämäntyyppisen tehtävän ratkaisussa voidaan edetä seuraavasti: 

 Lukujen muodostaminen ja niiden kirjaaminen 
 
Esim. 8 = 5 + 3 
              13 = 5 + 5 + 3 
              12 = 3 + 3 + 3 + 3 
              26 = 5 + 5 + 5 + 5 + 3 + 3 
              … 

 Kerätään ne luvut, joiden rakentaminen ei onnistunut. Sellaisia ovat 1, 2, 4 ja 
7. Luokassa mahdollisesti on lapsia, joilta ei onnistu myöskään lukujen 11 tai 
17 rakentaminen. 

 

 Pohditaan aavistuksia: toisaalta niitä lukuja, joita me emme onnistuneet 
muodostamaan, ei kerta kaikkiaan voi muodostaa, toisaalta tiettyä lukua 
suurempia luonnollisia lukuja, joita on mahdollista rakentaa. 

 
Luokassa lasten ratkaisut täydentävät toisiaan. Huomataan, että lukujen 1, 2, 4 
ja 7 rakentaminen ei onnistunut keneltäkään. Monet lapset yleensä väittävät 
hyvin päättäväisesti, että kaikki jotakin lukua suuremmat luvut aivan varmasti 
ovat rakennettavissa. Epäröivät etsivät kuumeisesti vastaesimerkkejä. Yhteinen 
pohdinta ja rakentaminen yleensä vahvistaa aavistusta. Pienillä koululaisilla ei 
vielä ole todistamisen tarvetta, mutta on aiheellista keskustella heidän kanssaan 
siitä, että kyseessä on aavistus. Vaikka tällä kertaa ei löydetäkään 
vastaesimerkkejä, emme silti voi tietää, etteikö joku suuri luku olisi sellainen, 
jota ei todellakaan voi rakentaa. 

Yritämme lasten kanssa todistaa aavistuksemme aikaisemman tietomme 
perusteella. Todistaminen yleensä ei ole lasten ulottuvilla, koska heidän pitäisi 
kokeilla äärettömän monta lukua tai tehdä yleistäen loogisia päätelmiä. 
Valitsemamme luvut 3 ja 5 ovat sellaisia, että seuraava ajatus sopii todistuksen 
perusteeksi: Kaikki 0:an päättyvät kaksi- tai moninumeroiset luvut voidaan 
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rakentaa pelkistä 5:sta. Jos luku päättyy 3:en, 6:een tai 9:ään, se voidaan 
rakentaa lisäämällä 1, 2 tai 3 kappaletta kolmosta 0:an päättyvään lukuun, joka 
rakennetaan pelkistä 5:sta. Jos rakennettava lukumme päättyy 2:een, 5:een tai 
8:aan, sitä 12, 15 ja 18 pienempi luku päättyy 0:an, joka rakennetaan pelkistä 
5:sta ja 12, 15, 18 voidaan lisätä siihen käyttäen neljää, viittä tai kuutta kolmosta. 
Tämä on totta luvusta 12 alkaen: 0 + 12 on luvun 5 nollan kappaleen ja luvun 3 
neljän kappaleen  summa. Jos luku päättyy 1:een, 4:ään tai 7:ään, se luodaan 
lisäämällä 21, 24 tai 27 (jotka rakentuvat pelkistä 3:sta) 0:an päättyvään lukuun 
(joka rakentuu pelkistä 5:sta). Tällä tavalla ei voida rakentaa lukuja 1, 4, 7 
(periaatteessa ei käy näillä ehdoilla) eikä lukuja 11, 14 tai 17. Nämä luvut 
voidaan kuitenkin luoda yhdestä kappaleesta 5 ja 3:sta: 11 = 5 + 3 + 3; 14 = 5 + 3 
+ 3 + 3 sekä 17 = 5 + 3 + 3 + 3 + 3. 

Toinen todistus perustuu siihen, että kaikki luonnolliset luvut voidaan 
luokitella kolmeen lukujonoon, jotka kasvavat kolmella. 
 

0,   3,   6,    9,   12,  15,   18,   21,   24,   27,   30,   33,   36,   39,   42,   45,    48,  ... 

1,   4,   7,   10,   13,   16,   19,   22,   25,   28,   31,   34,   37,   40,   43,   46,  ... 

2,   5,   8,   11,   14,   17,   20,   23,   26,   29,   32,   35,   38,   41,   44,   47, ... 
 
Jos tällaisesta lukujonosta löytyy yksi luku, joka rakentuu annetun ehdon 
mukaisesti, jonon seuraavat luvut voidaan luoda lisäämällä pelkästään 
kolmosia. Ensimmäisessä lukujonossa tämä luku on 3; tämän jonon kaikki luvut 
rakentuvat siis pelkästään kolmosista. Toisessa jonossa ensimmäinen sopiva 
luku on 10, kahden luvun 5 summa. Tämän jonon luvut siis voidaan muodostaa 
kahdesta 5:sta ja jostain määrästä 3:ia. Tietysti on muitakin mahdollisuuksia 
muodostaa ne. Kolmannessa lukujonossa luku 5 on ensimmäinen luku, joka 
sopii ehtoihimme ja seuraavat luvut rakentuvatkin yhdestä 5:sta ja jostain 
määrästä 3:ia. Huomattakoon, että luku 0 myös vastaa ehtoja, koska ehto ’vain 
3, 5 ja + merkkiä käyttäen’ tulkitaan niin, ettei muuta saa käyttää, mutta 
yhtäkään lukua ja merkkiä ei käytetä. 

Vastaavasti voimme todistaa aavistustamme luokittelemalla kaikki 
luonnolliset luvut viiteen 5:llä kasvavaan lukujonoon. Kannattaa pohtia myös 
tätä todistamista. Tässä ei määritellä laskutoimitusta, jonka tulokseksi saadaan 
jokin luku, vaan kirjoitetaan annettuja ja valittuja lukuja jossain muodossa, 
jollakin niiden ’nimellä’. ’Jokaisella luvulla on monta nimeä!’ tarkoittaa, että 
seuraavanlaisessa merkinnässä  

18 = 5 + 5 + 5 + 3 = 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 

=-merkki ei yhdistä laskutoimitusta ja sen tulosta, vaan lukuja toisiinsa. Tässä 
mielessä merkitsemistavassa näkyy hyvin =-merkin suhteen symmetria eli 
luvun 18 kaksi muotoa 5 + 5 + 5 + 3 = 18 ja 18 = 5 + 5 + 5 + 3 eivät ole erilaisia. 
Molemmat merkintätavat ilmaisevat luvun 18 kahta eri muotoa ja kahta eri 
nimeä. Tästä seuraa sekin, että kunkin luvun erilaiset muodot ovat kyseisen 
luvun tasavertaisia edustajia. 
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Jos oppilaamme omaksuvat jokaisen luvun monenlaisia  nimiä, 
laskiessaan he oivaltavat tehtävään parhaiten sopivat muodot. Esimerkiksi 
lukuun 7 he lisäävät luvun 8 siten, että käyttävät luvusta 8 muotoa 3+5, lukuun 
7 he lisäävät ensin 3 ja sitten 5. Oppilaat saattavat käyttää luvusta 8 muotoa 10-
2, lukuun 7 he lisäävät ensin 10 ja sitten vähentävät 2. Mahdollisesti oppilaat 
tuntevat hyvin summan 7+7=14, joten he laskevat 7+8 muodossa 7+7+1. Tästä 
ajattelutavasta on heille hyötyä myöhemminkin. Opiskellessaan ylemmillä 
luokilla algebraa oppilaille tulee vähemmän ongelmia jakolaskussa, jossa jakaja 
on summamuotoinen luku, koska he ymmärtävät, että jakaja on luku eikä 
laskutoimitus. Tällöin oppilaiden mieleen ei tule jakaa lukua kahdella luvulla 
erikseen, esimerkiksi 24/(2+4) ei ole 24/2 + 24/4. 

Tehtävän ehtoja voi olla toisenlaisiakin, annetaan esimerkiksi luovan 
toiminnan perusmateriaaliksi 

 luvut 1, 2, 4, 8 ja 16 sekä merkki + tai 

 luvut 1, 3, 9, 27 ja 81 sekä merkki + , ym. 

 

1.2 Muodostetaan lukuja syntymävuoden numeroista.  

      Esimerkki: Muodostetaan lukuja syntymävuodestamme 1992. Lukujen 
muodostamisessa saa käyttää mitä tahansa laskutoimitusta. Numeroita 
saa kirjoittaa myös vierekkäin, mutta jokaisen luvun jokaisessa nimessä 
saa esiintyä enintään yhden kerran luku 1 ja luku 2 ja 2 kertaa luku 9. 

 

Tehtävän ratkaisussa voidaan edetä seuraavasti: 

 Käsitellään luvut järjestyksessä. Esim. Voitko muodostaa luvun 0? (0 = 9 – 9 
tai 0 = 1 – (9/9)) Entä luvun 1? … Kaikki luvut saa muodostaa monella eri 
tavalla. 

 Kootaan syntyneet lukujen eri nimet. Lapset saavat merkitä nimikirjaimensa 
omiin keksintöihinsä, mikä yleensä motivoi lapsia. 

Monia lukuja ei pystytä muodostamaan ja tiettyä lukua suurempien lukujen 
joukossa on yhä enemmän lukuja, joita ei voida muodostaa. Mutta jokainen 
yritys mobilisoi lasten tietoja ja taitoja. He laskevat koko ajan, vaikka 
virheitäkin syntyy. Kun oppilaat tarkistavat omia ja kavereiden ratkaisuja, 
kehittyy heidän arviointikykynsä. He kehittyvät myös väittämien totuusarvojen 
pohdinnassa. Oppilaat voivat myös valita väitteistä mielenkiintoisia ja erityisen 
kauniita väitteitä. 

 
2. Joitakin lukuja (tai numeroita) käyttäen muodostetaan annettu luku tai  
      mahdollisimman yhtä suuri luku. 
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2.1 Magimixer –nopalla 

Hollantilaisen matematiikan professori Wil Oonkin lelu, joka oli alun perin 
kukanmuotoinen väline, jossa 5+2 noppaa pyöritetään yhdessä.  

Käytettävissä on 5 noppaa, tavanomaisesti numeroituna 1—6. Tarvitaan vielä     
kaksi eriväristä noppaa, joista toisessa numerot ovat luvut 1—6, mutta 
toisessa ovat  luvut 10, 20, 30, 40, 50 ja 60. Ensin heitetään näillä kahdella 
nopalla ja kirjoitetaan niiden antamien lukujen summa. Tämän jälkeen 
heitetään viidellä nopalla ja niiden antamista luvuista täytyy muodostaa 
äsken saatu kaksinumeroinen luku tai mahdollisimman yhtä suuri luku. 

Huomataan, että tämä leikki eroaa aikaisemmista kahdella tavalla. Toisaalta  
on muodostettava tietty luku tai mahdollisimman yhtä suuri luku. Toisaalta 
kaikki 5 lukua on käytettävä. Suosittelen, että Lukija pelaa muutaman erän 
ystävien kanssa. Sattuma tarjoaa monenlaisia uusia tilanteita. Aikuisten 
kannattaa sitten pohtia yhdessä, mitä kaikkea tämäntyyppinen peli antaa 
lapsille: 

– Miksi tämä toiminta on niin hauskaa? 
– Minkälaisia kykyjä se panee liikkeelle, minkälaisia se kehittää? 
– Minkälaisia taitoja se kehittää? 
– Miksi arviointikyky on tärkeää lukujen muodostamisen kannalta? 
– Miten lapset voivat arvioida tuloksiaan? 
– Miksi erojen tutkiminen on tärkeää seuraavien lukujen muodostamisessa? 

Tämän leikin ansiosta lapset kartuttavat tiedostamattomasti opiskellen 
kokemuksiaan laskutoimitusten vaikutuksesta: Millä laskutoimituksella lukua 
voidaan kasvattaa eniten, millä ei niin paljon? Miten luku voidaan pitää  
muuttumattomana? Eri muodossa tuotettavan luvun 0 lisääminen, 
vähentäminen, eri muodossa tuotettavalla luvulla 1 kertominen ja jakaminen. 
Tässä leikissä korostuvat laskutoimitusten järjestys ja kirjoitettaessa sulkujen 
käyttö. 

 

 

 

 

Esimerkiksi kahdella nopalla heitettyjen kahden luvun summa on 34 ja tätä 
lukua lähestytään laskemalla keskenään viisi lukua: 2, 2, 4, 5 ja 6. 
Mahdollisia kokeiluja ovat esimerkiksi: kerrotaan luku (4+5+6)  
kahdella ja lisätään 2, saadaan 32. Kerrotaan luku (6+2) neljällä, saadaan 32. 
Siihen lisätään 5 ja vähennetään 2, saadaan 35, joka on lähempänä lukua 34 kuin  
äsken saatu 32. Eroksi luvusta 34 saadaan 1 myös, jos lukuun (6x2x2) lisätään 
luku (4+5), jolloin luku on 33. Jos taas lukuun (5x6) lisätään luku (4+2) ja 
otetaan 2 pois, päästään täsmälleen lukuun 34. Sama luku muodostetaan 
täsmälleen, jos luku (5x6+4) kerrotaan tai jaetaan luvulla 2/2 tai siihen lisätään 

30 

4 2 

4 
6 

5 2 



35 

 

 
 

 

  

tai siitä vähennetään luku (2-2). Itse kukin voi kokeilla monenlaisilla 
laskujärjestyksillä, kuinka lähelle tavoitelukua pääsee kullakin 
laskujärjestyksellä. 

 

2.2  Tarkkuusammunta laskimella 
Valitaan lähtöluku, esim. 38. Se ja kertomerkki 
näppäillään laskimeen. Tästä luvusta ammutaan 
kertomalla näppäilty luku jollakin luvulla. 
Merkitään lukusuoraan maali, esimerkiksi 
lukujen 600 ja 700 välinen alue. Osuma on tulo, 
joka sijoittuu lukujen 600 ja 700 väliin. 
Laskimen käyttömaksu: jokainen kokeilu maksaa 
1 pelimerkin. Osumasta saa palkinnoksi 5 
pelimerkkiä.  

                       

                       

   560   570  580  590   600      610     620   630    640    650    660  670  680   690  700   710   720  730   740   750  760  770 
 

 

Pohtikaamme seuraavia seikkoja: 

 Laskeeko lapsi vai laskin? 

Saattaa olla, että aluksi lapsi syöttää kertojan laskimeen sattumanvaraisesti, 
esimerkiksi 4. Kone laskee tulon: 38x4 = 152. On hyvin epätodennäköistä, että 
toisella yrityksellä lapsi syöttäisi kertojaksi 5 tai 6. On melko varmaa, ettei hän 
edes yritä pienimmillä luvuilla kuin 4. Hän ei laske täsmällisesti, vaan käyttää 
sellaisia yhteyksiä yhä tietoisemmin, jotka ovat todella tärkeitä laskutaidossa. 
Hän vaistoa ja käyttää, jossain vaiheessa myös tiedostaa, että  
jos valitsee pienemmän kertojan, niin tulokin pienenee. Jos kertoja suurenee, 
niin tulokin suurenee. Jos lapsi kertoo luvun 38 yhtä suuremmalla luvulla kuin 
aiemmin, niin tulo kasvaa 1x38 verran. Jos hän kertoo luvun kymmenellä, niin 
hän saa sellaisen tulon, joka muistuttaa kerrottavaa: Kuvitellaan vain yksi 0 sen 
perään. Tätä havaintoa on myöhemmin ehdottomasti tarkennettava! 
Seuraavaksi kokeillaan kertomalla luvulla 15. Kun laskin antaa vastauksen 
38x15 = 570, on varsin todennäköistä, että seuraavassa yrityksessä oppilas jo 
laskee: Jos hän syöttää kertojaksi 16, hän tietää, että vastaus on 570+38 = 608. 
Tämän jälkeen hän ehkä jo rohkeasti syöttää 17 ja 18, eikä saatuaan vastauksen 
38x18 = 684 kokeile enää lukua 19. Lapsi näkee ja tietää, että tulosta 38x19 tulisi 
suurempi kuin 700. Voidaan siis todeta, että lapsi laskee ja opiskelee laskemaan: 
hän täydentää laskemisen teknisiä tietoja arvioimalla ja laskutoimitusten 
ominaisuuksia tiedostaen. 

 Mikä merkitys on sillä, että laskimen käytöstä on maksettava? 

 

Veikkaus ei ole sama kuin arviointi. Jos ei pyritä välttämään epäonnistuneita 
yrityksiä mahdollisimman hyvin, helposti valitaan sattumanvaraisia kokeiluja 

38 x 

1 2 3 + 

4 5 6 – 

7 8 9 x 

: = 0 
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ajattelun sijasta. Jos jokaisesta yrityksestä joudutaan maksamaan yksi 
pelimerkki, mutta jokaisesta hyvästä ratkaisusta saadaan 5 pelimerkkiä, voitto 
on neljä pelimerkkiä. Lapsia rohkaisee ajattelemaan se, että he haluavat välttää 
pelkkää tappiota tuottavia epäonnistuneita yrityksiä. 

 Miten leikkiä jatketaan, kun kukin on saanut pelimerkkinsä? Pitäisikö 
analysoida ja arvioida saavutukset? Pitäisikö asettaa uusia ehtoja? Jos pitäisi, 
niin millaisia? 

Oppimisprosessin hyvin tärkeä vaihe on tiedostamattoman oppimisen vaihe. 
Niin kauan kuin tällaisessa leikissä ei aikuinen eikä lapsi eikä kukaan hänen 
kavereistaan ilmaise kielellisesti, miten on tarkoituksenmukaista ajatella, 
mielessä muotoutuvat hiljaisesti ne asiayhteydet, joita on noudatettu. 
Viivytetystä kielentämisestä on se valtava hyöty, että jokainen ehtii omassa 
tahdissaan kartuttaa itselleen riittävän kokemuksen asioiden tiedostamiseksi. Leikki 
on jännittävä ja kiinnostava niin kauan, kuin kukaan ei paljasta onnistumisen 
salaisuutta, vaan itse kukin voi rakentaa yhä varmemmin voittavaa strategiaa. 
Tällä tiellä epäonnistuneet yritykset antavat yhtä hyviä ja arvokkaita 
kokemuksia kuin onnistuneetkin. Kun asiayhteydet on muotoiltu sanoiksi, on 
tavattoman vaikeaa korvata jälkikäteen näitä ymmärtämisen kannalta 
välttämättömiä kokemuksia! Puhumattakaan siitä, että valmiita lauseita on 
suhteellisen helppo painaa mieleen ainakin lyhyeksi ajaksi ja jos onnistuu vielä 
toistamaan ne hyvin, opettajankin on vaikeaa huomata, että puuttuu aito 
ymmärrys ja tieto! 

Ei ole siis tärkeää, että kokemukset saadaan nopeasti verbaaliseen 
muotoon. Parempaa on, että pelataan samaa peliä useasti, eri lähtöluvulla ja eri 
maaliin. Vasta sitten, kun enemmistö lapsista hallitsee pelin ja ovat jo melkein 
kyllästyneet siihen, on tarkoituksenmukaista vaatia, että he yrittäisivät 
sanallisesti muotoilla kokemuksiaan ja ajatuksiaan. On myös järkevää antaa 
puheenvuoro ensin niille oppilaille, joiden ajatuksenkulku on hitaampi ja sitten 
yhdessä muotoilla heidän väittämiään. 

Yhteistä pohdiskelua varten kannattaa etukäteen miettiä kysymyksiä: 

 Löytyykö  lähtöluvulle sellainen 100-maalialue, johon olisi mahdollista 
saada vain 2 osumaa? Entä sellainen maalialue, johon vain 4 osumaa? Entä 
maalialue, johon on mahdollista saada vain 1 osuma tai ei edes sitäkään? 

 Mikä olisi sellainen lähtöluku, että enintään 1 osuma tulisi 100- 
maalialueeseen? 

 Mikä olisi sellainen lähtöluku, että olisi mahdollista saada 5 osumaa, mutta 
ei 6 osumaa? 

 Jos lähtölukuna on 38, miten laaja maalialueen pitäisi olla, jotta 4—5 osumaa 
olisi mahdollista, mutta ei 6 osumaa? 

 Miten valita maalialue tietylle lähtöluvulle, jota 3 osumaa olisi mahdollista, 
mutta ei  4 osumaa? 
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Kysymyksistä nousevan kiistan ratkaisemiseksi, usein vielä ylemmillä 
luokillakin, kannattaa ehdottaa eri mieltä oleville lapsille leikin johtamista ja 
vasta sitten pyytää kokemusten selostamista. 
 
3. Rakennetaan annetuista numeroista lukuja, joilla on tiettyjä ominaisuuksia. 
 

3.1 Annetaan kymmenen numeroa: 

0, 1, 2, 3, 5, 5, 7, 8, 8, 9. 

Näitä käyttäen täytyy muodostaa tiettyjä lukuja. 

a) Muodosta mahdollisimman pieni ja mahdollisimman suuri 
kolminumeroinen (neljänumeroinen) luku! 

Pienin: 102, suurin: 988. Kolmesta vierekkäin kirjoitetusta numerosta 
ensimmäinen ei voi olla 0, koska luku ei olisi kolminumeroinen. 

b) Muodosta kaksi kolminumeroista lukua, joiden summa on 
mahdollisimman suuri! 

Suurin mahdollinen summa ei ole 988 + 755, vaan 985 + 875. Toisaalta sama 
summa saadaan toisellakin tavalla: 975 + 885. 

      

c) Muodosta kaksi kolminumeroista lukua, joiden summa on 
mahdollisimman pieni! 

d) Muodosta kaksi kolminumeroista lukua, joiden erotus on 
mahdollisimman pieni! 

  
Kahden kolminumeroisen summa on 105 + 235 = 135 + 205. Kahden 
kolminumeroisen luvun mahdollisimman pienen erotuksen etsimisessä 
kiinnostavaa on, että lapset luulevat löytävänsä sopivia lukupareja pienimmistä 
numeroista. Todellisuudessa heidän pitäisi muodostaa lukuja, jotka ovat 
melkein yhtä suuria. Seuraavat erotukset ovat mahdollisimman pieniä: 
853 – 852 = 852 – 851 =851 – 850 = 583 – 582 = 582 – 581 = 581 – 580. 

 

e) Muodosta kaksi kolminumeroista lukua, joiden erotus on 
mahdollisimman suuri! 

Tähän on olemassa vain yksi ratkaisu: 988 – 102. 

f) Muodosta kolme kolminumeroista lukua, joista kahden summa 
suunnilleen yhtä suuri kuin kolmas luku! 

Nyt on mahdollisuuksia todella paljon. Asia tietenkin riippuu siitä, miten 
laajaksi määritellään ilmaisu suunnilleen. Esimerkiksi ero on seuraavassa vain 
kolme 285 + 310 ≈ 598, ero on seuraavassa vain kaksi 372 + 515 ≈ 889, 
seuraavissa ero on vain yksi  580 + 371 ≈ 952 ja 392 + 185 ≈ 578. Tässä 
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tapauksessa tasan yhtä suuret luvut ovat 515 + 387 = 902. Eroksi voidaan toki 
hyväksyä 10 - 20, esim.: 159 + 208 ≈ 378, mutta etsitään pienimpiä mahdollisia 
eroja. 

g) Muodosta kolme kolminumeroista lukua, joista keskimmäinen on 
suunnilleen samalla etäisyydellä kahdesta muusta luvusta! 

Tähän ehtoon löytyy useita sopivia lukukolmikkoja: 
 

      213 < 557 < 898 
                  344         341 

109 < 525 < 938 
416         413 

508 < 718 < 935 
210         207 

 

502 < 718 < 935 
216         217 

792 < 805 < 819 
13           14 

720 < 851 < 983 
131         132 

 

 

3.2 Kaikki merkitsevät itselleen kahden kolminumeroisen luvun paikat    
        ruudukkoon: 
 
 
 
Heitetään nopalla 6 kertaa peräkkäin. Jokaisen heiton jälkeen saatu numero 
kirjoitetaan ennen seuraavaa heittoa jommankumman luvun numeroksi. 
Mihin,  jokainen voi itse päättää riippuen tietysti siitä, mikä on tavoite. Koko 
leikki muuttuu sen mukaisesti. 

 
Leikissä on sattumallakin roolinsa, silti pohdittavaa riittää. Kuusi numeroa 
saadaan yhtä suurella todennäköisyydellä kaikissa kuudessa heitossa. 
 

a) Voittaja on se, jonka kahden kolminumeroisen luvun summa on luokan 
suurin. 

Lapset tarvitsevat riittävästi aikaa, jotta he itse ehtisivät keksiä, että 5 ja 6 
kannattaa laittaa satojen, 3 ja 4 kymppien sekä 1 ja 2 ykkösten paikalle. 

 

b) Voittaja on se, jonka kahden kolminumeroisen luvun erotus on luokan 
suurin. Tässä tapauksessa vähennetään pienempi luku suuremmasta eikä 
alimmainen ylhäällä olevasta kuten algoritmissa. 

Mikäli onnistuu muodostamaan suuren suuremman luvun ja pienen 
pienemmän luvun, niiden välinen etäisyys eli erotus tulee olemaan suuri. Siis 
toisen luvun satoihin kannattaa laittaa suuria numeroita ja toisen luvun satoihin 
pieniä numeroita. 

c) Voittaja on se, jonka kahden kolminumeroisen luvun summa on luokan 
pienin. 
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d) Voittaja on se, jonka kahden kolminumeroisen luvun erotus on luokan 
pienin. 

Neljästä tavoitteesta viimeinen on erikoinen. Edellisissä esimerkeissä saa 
päättää kummastakin luvusta, jolloin molempien lukujen täytyy olla 
mahdollisimman suuria, molempien lukujen täytyy olla mahdollisimman 
pieniä tai toisen luvun täytyy olla suuri, toisen pieni. Neljännessä esimerkissä d 
halutaan, että kaksi lukua ovat mahdollisimman lähellä toisiaan. Suuria tai 
pieniä, mutta läheisiä. Tästä seuraa, että ensimmäinen numero voidaan 
kirjoittaa mihin tahansa, tärkeää on vain se, että jos saadaan samoja numeroita, 
niin ne sijoitetaan joko satojen tai kymmenien paikalle. Tarvitaan paljon 
kokeiluja ja pohdiskelua ymmärtääksemme, että ensimmäisen numeron 
sijoittamisellakin on merkityksensä. Jos meille ei tulekaan yhtä suuria 
numeroita, niin pyritään laittamaan satojen paikoille ne, joiden ero on vain 1, 
minkä jälkeen pyritään rakentamaan pienempi luku mahdollisimman suureksi 
ja suurempi luku mahdollisimman pieneksi. 

Esimerkiksi: 1. heitto: 4        toinen: 3         kolmas: 4       neljäs: 3        viides: 4 ja        
kuudes: 6 

 

 

Erotukseksi saadaan 108. 

Jos ensimmäisen nelosen olisimmekin kirjoittaneet 1. paikalle, ensimmäisen 
kolmosen heti sen perään (tai toisin päin), erotukseksi olisimme saaneet paljon 
pienemmän luvun: 

 

 

Erotus on 2. 
 

e) Kaikki voittavat, joiden tulos (kahden kolminumeroisen luvun summa tai  
erotus) osuu ennalta määrätylle lukualueelle: 

 350<                      <420 

 

f) Tavoiteluvun ominaisuuksien määrittely tarkoittaa aina erilaisia 
sitoumuksia. Voittaja on se, jonka summa/erotus 

 on parillinen 

 jaollinen 5:llä 

 numerot ovat parittomia  

 numeroiden summa 10 tai pienempi  

 numerot vasemmalta oikealle ovat kasvavassa järjestyksessä... 

4 4 

3 

4 

3 

4 4 

3 

4 

3 

4 

3 

4 

3 

4 4 

3 

4 

3 

4 

6 

4 4 3 4 3 

4 

4 3 

4 3 4 

3 4 

3 

4 

4 

3 4 

3 

4 

6 
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Samankaltaisia tavoitteita mielessään lapset voisivat seuraavaksi muodostaa 
kertomia. Esimerkiksi he voisivat merkitä 5 paikkaa riviin, johon sijoittavat 
ensin kertomerkin kolmannelle tai neljännelle paikalle, näin: 

  ·       ·  

Vastaavasti he joko kertovat kaksinumeroisen luvun kaksinumeroisella  luvulla 
tai kolmenumeroisen yksinumeroisella. Milloin saadaan suurin tulo? Milloin 
saadaan pienin tulo? 

 

Samaa sarjaa  voidaan pelata siten, että heitetään kahdella nopalla. Heitettyjen 
kahden numeron summa tai sen viimeinen numero täytyy sijoittaa johonkin 
paikkaan. Jos esimerkiksi toisessa nopassa on 5 ja toisessa 6, on saatu 1, luvun 
11 jälkimmäinen numero. 

 

Tämä versio on mielenkiintoisempi kuin kertolasku kahdestakin syystä. 
Ensinnäkin kaikki numerot 0:sta 9:än  ovat mahdollisia, mutta eivät samalla 
todennäköisyydellä. Helpommin saadaan 6, 7 ja 8, kuin 3, 2, 1, 0 tai 9. Lisäksi 
saadaan 0:n roolista vahvistus. Tietyssä tilanteessa voidaan sopia siitä, että 0:n 
saa laittaa luvun aluksi eli ei ole pakollista muodostaa kolminumeroista lukua, 
vaan kaksi- tai yksinumeroiset ovat myös sallittuja. 

 
4. Muodostaan annetuista numeroista kaikki mahdolliset luvut joillakin 
     ehdoilla. 

 
Tämäntyyppisiä tehtäviä lapset tekevät pareittain tai pienissä ryhmissä. Heidän 

on tarkoituksenmukaista kirjoittaa muodostamansa luvut erillisille lapuille, 
jotta niitä on helppo järjestää. Muotoutuva järjestys auttaa heitä huomaamaan 
toistot ja puutteet sekä löytämään kaikki mahdolliset luvut. 

4.1 Kerätkää kaikki kolminumeroiset luvut, joissa numeroiden 2 ja 5 lisäksi ei 
ole muita numeroita. 

On mahdollista rakentaa kahdeksan lukua: 

222; 225; 252; 255; 522; 525; 552 ja 555 
 

4.2 Kerätkää kaikki kolminumeroiset luvut, joissa vain luvun 3 monikerrat 
esiintyvät! 

Luvun 3 monikerrat ovat 3, 6, 9 ja myös 0. Monikerta on kokonaislukukerta eli 
luku, johon luku 3 sisältyy kokonaisluku kertaa ilman jakojäännöstä. Luvun 
ensimmäisellä paikalla saa olla kolme numeroa: 3, 6 ja 9. Toinen ja kolmas 
paikka voidaan täyttää neljällä eri tavalla, mikä tarkoittaa 48 lukua. Tämä 
tehtävä sopii ryhmätyöksi. Tehtävien jakaminen ryhmän jäsenten kesken vaatii 
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pohdiskelua ja neuvottelua. Tulosten tarkistaminen yhdessä tarjoaa myös 
tilaisuuden mahdollisuuksien järjestelmälliseen inventaarioon. 

Tehtävän ratkaisemisen hyödyllisenä sivutuotteena voidaan pitää sitä, että 
lapset huomaavat ja tiedostavat, että lähtönumerosta huolimatta jatko on aina 
sama: yhtä monta 3:lla, 6:lla ja 9:llä alkavaa lukua on mahdollista rakentaa. 

 

300 303 306 309  600 603 606 609  900 903 906 909 

330 333 336 339  630 633 636 639  930 933 936 939 

360 363 366 369  660 663 666 669  960 963 966 969 

390 393 396 399  690 693 696 699  990 993 996 999 

 

 

2 Luova toiminta geometriassa 

 

Geometriassa on itsestään selvää, että aluksi lasten täytyy saada toimia oma-
aloitteisesti oman mielikuvituksensa pohjalta. Olipa mikä tahansa väline lasten 
käsissä, on erittäin hyödyllistä, että lapset saavat vapaasti toimia sillä niin 
kauan, kuin se heistä tuntuu mielekkäältä. Sillä aikaa kun he tyydyttävät 
luovuuttaan, he saavat monenlaisia kokemuksia rakennuspalikoiden erilaisista 
muotoon ja mittaan liittyvistä ominaisuuksista, mahdollisuuksista liittää ne 
toisiinsa. Tässä vaiheessa heidän ei tarvitse tiedostaa kaikkia näitä 
ominaisuuksia, mutta he hyödyntävät kokemuksiaan kopioidessaan 
rakennelmia ja rakentaessaan niitä tiettyjä ehtoja noudattaen. Nimenomaan tätä 
tietä kokemukset muuttuvat tiedostetuiksi tiedoiksi. 

Vapaata rakentamista seuraa kopioiminen. Lapset voivat kopioida käyttäen 
samanlaisia elementtejä ja samassa mittakaavassa kuin kopioittavassa 
rakennelmassa on. Värien ja mittojen tunnistaminen samanlaisiksi auttaa lapsia 
tarkkaan työntekoon. Tähän tarkoitukseen sopivia välineitä ovat esimerkiksi 
lelukaupasta löytyvät puupalikat ja erilaiset mosaiikkikokoelmat, mutta yhtä 
hyvin koulussa olevat värisauvakokoelmat ja kartongista tehdyt 
mosaiikkilaput. 

Kopiointi on vaikeampaa, kun lapset yrittävät rakentaa samanmuotoista ja 
samankokoista  muodostelmaa kuin alkuperäinen, mutta eri rakennuspalikoita 
käyttäen. Kuitenkin, jos he ovat ensin rakentaneet alkuperäisen mukaan ja 
samanlaisia elementtejä käyttäen, niin heidän on helpompaa luoda samanlainen 
eri kappaleista. Esimerkiksi värisauvoja käyttäen samankokoisen  talon eri-
värisistä sauvoista: 
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Tai he voivat peittää tasokuvion samoilla mosaiikkipaloilla  eri tavoin: 

 

 

 

 

 

Lasten huomio keskittyy paremmin eri elementeistä tai eri järjestyksessä 
jäljennettyjen kappaleiden tai tasokuvien muotoon, koska rakennuspalikoiden 
väri tai yhteensopivuus ei ole enää avuksi. Muoto korostuu vieläkin paremmin, 
kun lasten tehtävä on rakentaa samanmuotoinen, mutta erikokoinen, joko 
suurennettu tai pienennetty, rakennelma kuin alkuperäinen. Tähän 
tarkoitukseen värisauvojen lisäksi sopii erinomaisen hyvin Dienesin kokoelman 
2-sarja. Jos lapset haluavat rakentaa vaaleanpunaisista sauvoista tehdyn talon 
isona, niin he voivat tehdä sen Dienes-kokoelman isoja palikoita käyttäen: 

 

 

 

 

 

Geometrian luovan opiskelun seuraava vaihe voisi olla tietyn ehdon mukainen 
toiminta. Nimenomaan tässä vaiheessa lapset saattavat tulla yhä tietoisemmiksi 
erilaisista ominaisuuksista. Katsotaan tästä yksi esimerkki, jota voidaan eri 
tasoilla monella tavalla kehittää. 

 

Rakenna eri muodostelmia 4 neliötä käyttämällä! Neliöt voidaan liittää 
toisiinsa vain sivuja pitkin: 
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Tehtävä on tarjottava 2. luokalla huomattavasti konkreettisemmin, esimerkiksi: 

Ruokalassa on tämän muotoisia          pöytiä. Ystävykset haluavat syödä 
lounaansa yhdessä, joten he siirtävät neljä pöytää yhteen. He pitävät tarkkaa 
huolta siitä, että aina kahden pöydän sivut sopivat yhteen täsmällisesti. Miten 
he voivat yhdistää pöydät? On huolehdittava siitä, että lapsilla on paljon pieniä 
neliöitä työskentelyä varten. On tärkeää, että he voivat pitää edessään 
tekemänsä kuviot, joita vertaillen he voivat arvioida samanlaisuuksia ja 
erilaisuuksia. Ensimmäisten kokeilujen jälkeen saattaa jo tulla esiin kysymys, 
onko muita mahdollisuuksia jo löytyneiden lisäksi. Kun lapset alkavat 
järjestelmällisesti kokeilla suurin piirtein kolmannella luokalla, he 
todennäköisesti onnistuvat löytämään kaikki mahdollisuudet ja he näyttävät, 
ettei ole muita sijoitustapoja. Luultavaa on, että jotakin pöytäjärjestystä 
ehdotetaan kahdessa asennossa, jolloin voidaan selvittää, mitä pidetään samana 
ja mitä erilaisena ratkaisuna. Esimerkiksi kahta seuraavaa rakennelmaa lapset 
pitävät erilaisina: 

 

  

 

 

Jossain konkreettisessa tilanteessa ei todellakaan ole yhdentekevää, mitkä kaksi 
pöytää ovat ikkunaan päin. Tulee kuitenkin aika, jolloin voidaan abstrahoida 
rakennelman asentoja; jos kaksi kuviota peittävät toisensa täsmällisesti, niitä ei 
pidetä erilaisina. Tästä lasten kanssa on keskusteltava ja kokeiltava. Vertailua ja 
tarkistusta varten on tarkoituksenmukaista kiinnittää valmiit aikaansaannokset 
toisiinsa esimerkiksi teipillä. Näin ollen voidaan todeta, että erilaisia 
järjestelytapoja on vain 5: 

 

 

 

 

 

 

Seuraavaksi tutkitaan kuvioista sivujen määrä, kärkien määrä, piiri, pinta-ala ja 
kulmien suuruus luokan kiinnostuksesta, tasosta, tiedoista ja taidoista riippuen. 
Rakennelmien joukossa on vain kaksi nelikulmiota: neliö ja pitkulainen 
suorakulmio. L-kuvio on kuusikulmio ja viimeiset kaksi ovat 
kahdeksankulmioita. Lapset ohjataan havaitsemaan, että monikulmioissa 
sivujen ja kulmien määrä on sama. Tätä varten täytyy kuitenkin selvittää, mitä 
kärki on, sen käsite täytyy erottaa terävästä kulmasta. Piste, jossa kaksi sivua 
(tilassa vähintään kolme särmää) kohtaavat, on kärki. 
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Pinta-alat ovat yhtä suuria, koska jokainen kuvio koostuu yhtä monesta 
yhtenevästä neliöstä, mutta kuvioiden piirit saattavat olla erilaisia: neliön piiri 
on pienin, koska siinä pikkuneliön sivut ovat kiinni toisissaan. Valitessamme 
pituuden yksiköksi pienen neliön sivun, ison neliön piiri on 8 yksikköä ja 
kaikkien muiden kuvioiden 10 yksikköä. 

Kaikkien kulmien suuruus on mitattavissa suorakulmalla: kuperat 
(konveksi) kulmat ovat yhden suorakulmankokoisia ja koverat (ei-konveksi) 
kulmat kolmen suorakulman kokoisia. Jos valmistetaan suurikokoinen kuvio, 
jossa on myös koverakulma, lapset seisoessaan kärkipisteessä käsi suorana 
kuvion sisään päin saavat kokea tämän kolme neljänneskäännöstä oikealle 
mitan. 

 

 

 

 

Tehtävää voidaan jatkaa siten, että lapset piirtävät ruutuvihkoonsa valmiit 
kuvionsa kaikissa mahdollisissa asennoissa. Näin he voivat tutkia, eroavatko 
kuvioiden asennot. Neliö voidaan piirtää ainoastaan yhteen asentoon. 
Suorakulmio voidaan asettaa kahdella eri tavalla. Kahdella kuviolla on 
kummallakin neljä mahdollista asentoa ja yhdellä kahdeksan: 

 

              
Tutkiessaan tätä erikoista erilaisuutta lapset oivaltavat, 
että kuviot voidaan kierrättää 1, 2 ja 3 suorakulman 
verran sekä kääntää ne, jolloin niillä on taas 4 eri 
asentoa. 

 

Mutta neliö pysyy samanlaisena kaikissa asennoissa 
riippumatta sekä kiertämisestä että kääntämistä eli näitä 
asentoja ei voida erottaa toisistaan. Pitkulainen 
suorakulmio yhden suorakulmakiertämisen jälkeen on 
selvästi eri asennossa, mutta kahden kierron jälkeen se 
näyttää samanlaiselta kuin alkuperäisessä asennossaan. 
Käännettynäkään sitä ei voida erottaa alkuperäisistä 
asennoista. Se nähdään siis 4-4 asennossa samanlaisena. 

 

Seuraava kuvio käännettynä saa uuden asennon, mutta 
kahden kierron jälkeen sen asentoa ei voida erottaa 
alkuperäisestä; se nähdään 2-2 asennossa samanlaisena. 

T-muotoinen kuvio käännettynä ei ole eri asennossa, 
mutta kaikki suorakulmakierrot muuttavat sen asentoa. 
Ainoastaan L-muotoinen kuvio on kaikissa kahdeksassa  

Asennossa erilainen.  
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Luovan toiminnan tämä vaihe johtaa symmetrian tutkimukseen. Kierron 
suhteen symmetrisiä ovat ne muodot, jotka tietyn kierron (pienemmän kuin 
täyskierto) jälkeen ovat asennossa, jota ei voida erottaa alkuperäisestä. 
Peilausakselin suhteen symmetrisiä ovat ne muodot, jotka käännettyinä 
peittävät alkuperäisen täsmällisesti. Tämä tehtävä saattaa herättää lapsilla 
monenlaisia ajatuksia, käynnistää mielikuvitusta ja kehittää luovuutta. 

Miksi käytettiin juuri 4 neliötä? Entä jos niitä olisi 3, 2 tai 5? Kahdesta neliöstä 
annetun sijoitusehdon mukaisesti on vain yksi muoto mahdollinen, kolmesta 
kaksi: 

 

 

 

 

Viittä neliötä käyttämällä saadaan 12 eri muotoa. Järjestelmällisesti tutkien 
voidaan varmistaa, että saadaan kaikki mahdolliset kuviot: 

 

                                
                                
                                
                                
                                
                                
                                
                                

 

Kuudesta neliöstä syntyy jo 35 erilaista kuviota. 

Tällaisessa luovassa työskentelyssä lapset opettelevat samaistamaan ja 
erottamaan kuviot, jolloin he tiedostavat yhä paremmin kokemuksiaan 
geometrisista ominaisuuksista ja suhteista. Toisaalta he opettelevat 
järjestelmällistä etenemistä syntyvien tulosten hahmottamiseksi. Esimerkiksi 
viiden neliön kuvioita tehtäessä ensin meillä on kaikki viisi neliötä rivissä 
vierekkäin. Sitten rivissä on 4 neliötä ja viides kaikissa paikoissa, joissa se 
tuottaa uuden kuvion. Sitten kun on enää 3 neliötä vierekkäin, ensin piirretään 
neljäs viimeisen alle ja viides ’kuljetetaan’ jokaiseen mahdolliseen paikkaan 
varoen, ettei syntyisi 4 neliötä vierekkäin. Viimeisessä kuviossa on enää 2 
neliötä vierekkäin rivissä. 

On tietenkin mahdollista, että saadaan enemmän erimuotoisia kuvioita. 
Tällöin on tutkittava, ovatko kyseessä yhtenevät kuviot, voidaanko ne saattaa 
peilaamalla tai kierrättämällä samaan asentoon. Pohditaan lasten kanssa, miksi 
käytettiin juuri neliöitä? Kokeillaan muillakin suorakulmioilla ja muilla 
nelikulmioilla ja  kolmioilla. Entä jos kokeiltaisiin tilassa kuutioilla? 



46 

 

 
 

 

  

Lisää mahdollisuuksia tehdä kuvioita samaan ongelmaan liittyen: 

(1) 2, 3, 4, neliöstä 
(2) 2, 3, 4, 5, 6, ... tasasivuisesta kolmiosta 
(3) 2, 3, 4, 5, 6, ... symmetrisestä kolmiosta 
(4) 2, 3, 4, 5, 6, ... suorakulmaisesta ei-symmetrisestä kolmiosta 
(5) 2, 3, 4, muusta nelikulmiosta (neljäkkäästä, jossa  60o :n kulma, 

symmetrisestä puolisuunnikkaasta, jossa kolme sivua ovat yhtä pitkät…) 
(6) Tilassa 2, 3, 4, ... kuutiosta; miksi on enemmän muodostelmia, kuin 

kuvioita yhtä monesta neliöstä? 
(7)  Muita ‖haarautumia‖ (Esim. Viidestä neliöstä kootuista kuvioista mikä 

voisi olla avatun rasian vaippa? Entä kuudesta neliöstä kootuista kuvioista 
kuution vaippa? Mistä neliöistä tulee kuution vastakkaisia tahkoja, mistä 
vierekkäisiä?) 

Joitakin ratkaisuja: 

2 ja 3 tasasivuisesta kolmiosta 1 kummastakin. Neljästä voidaan muodostaa 3 
erilaista kuviota: 

 

 

Viidestä 4: 

 

 

 

 

Kuudesta: 
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Symmetrisistä, teräväkulmaisista (ei-tasasivuisista) kolmioista voidaan 
muodostaa kahdesta 2 ja kolmesta 2 

 

 

 

Neljästä 6: 

 

 

 

 

Neljäkkäistä: 

Kahdesta 2 kuviota. Kolmesta 6 (tai 7, jos kulmat ovat 60 ja 120 asteen 
suuruiset): 

 

 

 

 

 

 

 

Kuutioista: 

Kahdesta vain 1:  Kolmesta 2: 

 

Neljästä 7 tai 8, jos erotetaan ne muodostelmat, joita liikuttamalla tilassa ei 
saada peittämään toisiaan, jotka ovat toistensa peilikuvia tason suhteen. 
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Olkoon toinen geometrisen luovan toiminnan tehtävä pieni tutkimus avoimesta 
ongelmasta, jossa jätetään auki useita ehtoja. Tällainen ongelman asettelu 
saattaa sopivasti muokata lasten luovuutta, kehittää heidän mielikuvitustaan ja 
sinnikkyyttään, mikäli onnistutaan herättämään heidän kiinnostuksensa. 
Tehtävä on peräisin Ferenc Pogátsilta, joka jo 6—7-vuotiaiden lasten kanssa 
saavutti sillä erinomaisia tuloksia. 

 

2. Koukerot  

Lähdetään neliöruudukon yhdestä kärkipisteestä pitkin ruudukon viivaa         
johonkin suuntaan. Annetun askelmäärän jälkeen käännytetään oikealle ja 
jatketaan tässä suunnassa tietty määrä askelia. Taas käännytään oikealle ja 
jatketaan matkaa tässä suunnassa tietty askelmäärä niin kauan kun huvittaa. 

 
Ensimmäisen luokan lasten orientoituminen tilassa ja myöhemmin tasossa 
vihkon sivuilla, voidaan luonnollisesti aloittaa koko vartalon liikkeillä. Tässä 
iässä lapsille yleensä ei ole vielä kehittynyt suuntaa oman vartalon nähden. 
Oikea ja vasen liittyvät vielä pitkään ympäristön esineisiin eikä sisäiseen 
kuvaan, aistimukseen. Jotta suunnat liittyisivät omaan vartaloon, on parempi, 
että aluksi sanat ’oikealle’ ja ’vasemmalle’ eivät viittaa staattisiin suuntiin, vaan 
todellisiin käännöksiin. 

Näin ollen lasten kanssa kannattaa tehdä suuntamatkoja luokassa tai 
pihalla. Aluksi voidaan jokaisen askelsarjan jälkeen todeta, käännytäänkö 
oikealle vai vasemmalle ja kuinka monta askelta sitten otetaan. Seuraavassa 
vaiheessa voidaan sopia, että jokaisen askelsarjan jälkeen tulee käännös 
oikealle. Vielä myöhemmin voidaan sopia etukäteen myös askelien määrästä, 
esimerkiksi ensin 1 askel, sitten 3 ja lopuksi 2 ja taas 1, 3, 2 ja taas 1, 3, 2. 

Omalla vartalolla hyvin harjoitellut askelsarjat on lasten helpompaa siirtää 
vihkotyöskentelyyn. Tällöin kannattaa aluksi antaa ohjeet yksittäin ja 
myöhemmin useita ohjeita kerralla. Lapset voivat kuvitella itsensä pikkuauton 
rattiin ja siten ohjata kynäänsä vihkon viivoja pitkin. Ohje oikealle 
(vasemmalle)-suunnasta on aina tulkittava ajankohtaisen menosuunnan 
mukaisesti. Se on välillä päinvastainen kuin staattisessa asennossa, välillä se on 
täysin erilainen. 

Kun ensin on piirretty sanelun mukaisesti askel askelelta, seuraavaksi 
voidaan antaa kolme askelsarjaa, jonka jälkeen tulee aina käännös oikealle, mitä 
voidaan toistaa monta kertaa peräkkäin. Ensimmäiseksi ’kuvioksi’ valitaan taas 
(1, 3, 2). 
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Ensimmäiset                       Neljä kertaa toistaen                       Saadaan kuvio: 
kolme askelta:                    päästään lähtökohtaan: 
                                           

 
 
 
 
 

 

 

 

Tämän jälkeen kannattaa antaa useita uusia 3-vaiheisia kuvioita, joilla lapset 
voivat harjoitella ohjeiden noudattamista, käännöksiä oikealle. 

Pl.:         (2, 4, 5)                 (1, 3, 5)                    (2, 2, 3)                (1, 4, 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nämä opettajan sanelemat harjoitukset voivat herättää lasten kiinnostuksen: 
minkälaisiin kuvioihin päästään minkinlaisilla lukukolmikoilla. Eräs 7-vuotias 
poika täytti kokonaisen vihkon näillä koukeroilla. Lapset saattavat jo tässä 
vaiheessa huomata, että kuvioiden joukossa on hyvin erilaisia ja hyvin 
samannäköisiä. Sellaisia, jotka vain jotenkin kääntyvät toisiaan päin tai pois 
toisistaan. Löytyy jopa sellaisiakin, jotka ovat täsmälleen samanlaisia ja samassa 
asennossakin, vaikka kolmen luvun järjestys ei ole sama. On lihavia ja laihoja. 
Toinen kuvio on hyvin tiivis, toinen on kuin myllynratas. Lisäksi lapset 
saattavat huomata, millaisia ovat ne lukukolmikot, jotka johtavat 
samankaltaisuuteen tai erilaisuuteen. Jos lapset eivät itse keksi kysyä, voi 
opettaja esittää kysymyksen: jos muutetaan askelten määrää, minkälaisia 
kuvioita syntyy 4, 5, 6 tai 2 askeleesta. Tällainen ehtojen muuttaminen lisää 
innostusta tutkimukseen. 
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4-vaiheisia askelsarjoja: 

                        (1, 3, 2, 4)              (2, 3, 3, 1) 

 

 

 

 

 

 

 

Herää uusia kysymyksiä: Eivätkö nämä koskaan pääse takaisin lähtökohtaan? 
Juoksevatko ne aina äärettömyyteen? Milloin ne menevät oikealle ja milloin 
vasemmalle? Meneekö neljävaiheinen koukero aina alaspäin? Johtuuko kaikki 
siitä, että 4 on parillinen luku? Palaavatko lähtökohtaan kaikki koukerot, jotka 
muodostuvat parittomasta määrästä askelia? Juoksevatko pois kaikki, jotka 
tehdään parillisella määrällä askelia? 

Katsotaan 5-vaiheisia koukeroita. 

     (1, 2, 2, 3, 5)        (4, 2, 1, 1, 2)       (1, 2, 3, 2, 1) 

 

               

 

 

 

 

 

 

Nämä tulivat takaisin! Miksi kaksi jälkimmäistä ovat symmetrisiä kuvioita, 
ensimmäinen taas ei? On suhteellisen helppo ymmärtää, että ensimmäisestä ei 
tule symmetrinen, mutta miksi toinen on symmetrinen? 

 

 

 

(1,3,3,4) 
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6-vaiheisia kuvioita: 

(1, 3, 2, 4, 3, 2)          (2, 4, 1, 3, 3, 1)  (2, 1, 4, 2, 1, 4) 

 

 

 

 

 

Luku 6 on parillinen, mutta kuvio ei juokse pois. Toisin kuin tähänastisissa 
suljetuissa kuvioissa 6-vaiheisissa kuvioissa kaikkia ei voida sijoittaa ympyrän 
kaarelle. Viimeinen kuvio on aivan kuin 3-vaiheiset kuviot. Se ei ole mikään 
ihme, koostuuhan tämä kuvio kahdesta samanlaisesta kolmikosta. Itse asiassa 
ohjeeksi olisi riittänyt yksi kolmikko! On mielenkiintoista havainnoida, miten 
kuviot muuttuvat, jos käännökset tehdään vasemmalle eikä oikealle. Kaikki 
havainnot muokkaavat geometrista näkemystä ja termejä käyttämättä 
pohjustavat käsitteitä. 

Seuraava jännittävä tutkimus selvittää, minkälaisia koukeroita syntyy, jos 
neliöruudukon sijasta piirretään tasasivuiselle kolmiopaperille ja käännös on 
joko 60 tai 120 astetta. Katsotaan! 

  (1, 2, 3)                     (2, 1)  (2, 1, 4, 3), 

kun kulkusuuntaan nähden käännös on 60 astetta. 
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Ja kun kulkusuuntaan nähden käännös on 120 astetta: 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

Ehtojen suuri vapaus mahdollistaa monisuuntaisen ja laajan kysymisen ja 
tutkimisen. Juuri monisuuntaisuus ja laajuus rikastuttaa tutkimustyötä ja tekee 
siitä jännittävän. 

Tässä kirjoituksessa käsiteltiin objektien muodostamista ja rakentamista. 
Objekteina olivat luvut, geometriset rakennelmat ja piirustukset. Niiden 
muodostamisen tarkoitus voi olla toisenlainenkin. Lapset voivat muodostaa 
kokonaisuuksia, joiden kokoava periaate voi olla jokin ominaisuus tai relaatio. 
He voivat muodostaa itse valmistetuista tai kerätyistä elementeistä sarjoja, 
taulukoita tai järjestelmiä. Lapset voivat muodostaa yhteyksiä hallussaan 
olevien elementtiparien ja elementtikolmikoiden välille. Ymmärtääkseen, 
käsitelläkseen ja ratkaistakseen ongelmia lapset tekevät malleja. Luovan 
toiminnan kaikki lajit muokkaavat ja kypsyttävät lasten matemaattisia ja muita 
käsitteitä ja käsitteiden järjestelmää. Lisäksi lapset tuottavat väittämiä, arvioita, 
mielipiteitä ja ajatuksenkulkua ongelmien ratkaisemiseksi – kaikki tämä 
kehittää heidän ajatteluaan. 
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Ágnes Dr. Kivovicsné Horváth 
 

          VARGA—NEMÉNYI -MENETELMÄ LASTEN SILMIN 
 
 
Unkarilainen lasten psykologi Ferenc Mérei toteaa G. H. Luqueta seuraten, että 
5—9-vuotiaiden lasten näkemys on alisteista tiedolle. Tämä on älyllistä 
realismia. Lapsi piirtää todellisuuden mukaisesti, mutta hän ei piirrä sitä, mitä 
näkee, vaan sitä, mitä hän tietää piirrettävästä asiasta. Lapsen piirustuksesta on 
siis mahdollista päätellä, mitä hän tietää. Siis lapsen piirustus kuvaa hyvin, mitä 
matematiikan tunneilla tapahtuu.  

Tutkin kahden perusopetuksen luokan lasten piirustuksia. Toisen luokan 
23 oppilasta opiskelevat matematiikkaa Varga—Neményi -menetelmällä (Va—
Ne), toisen luokan 25 oppilasta eivät. Lapsia pyydettiin piirtämään siitä, mitä he 
tekevät matematiikan tunneilla. 

Varga—Neményi –menetelmän tärkein periaate on todellisuuteen 
perustuva, toiminnallisesta kokemusten hankkimisesta lähtevä periaate 
(Oravecz & Kivovics 2005, 22—27): Toiminnallista kokemusten hankkimista on 
helppo kuvata verbeillä, mitä oppilas matematiikan tunnilla tekee. Hän kokoaa, 
laskee, peittää, mittaa täyttää, koskettaa, rakentaa ja askeltaa, siis liikkuu. 
Ajatustoiminnot sisäistyvät konkreettisen esineellisen toiminnan kautta. 
Toiminnallisuudessa varmistuu, että oppilas hankkii kokemuksia monenlaisilla 
aistihavainnoilla. Toiminnallisuuden rinnalla käytetään välineitä 
monipuolisesti ja moninkertaisesti. Välineistä ja niiden muutoksista oppilas voi 
lukea matematiikkaa. Niillä hän voi mallintaa ajatuksiaan. Menetelmässä tärkeä 
periaate on abstraktion työstäminen. Konkreettiset kokemukset ovat vain 
ensimmäinen osa abstraktion jatkumoa. On tärkeää huolehtia myös jatkumon 
seuraavista askelmista, toiminnasta, piirtämällä ja merkeillä 
havainnollistamisesta sekä muistiin merkitsemisestä numeroilla ja merkeillä. 
Menetelmässä huomioidaan oppilaiden kehitykselliset piirteet. Opetus 
perustuu 6—12-vuotiaiden sekä fyysisiin ja henkisiin kykyihin että kykyyn 
keskittyä. Siksi menetelmän pääperiaate on toiminnallisuus, ei selittäminen. 
Leikeissä, peleissä ja esittämisessä toimitaan ja keskustellaan luontevasti 
yhdessä. Keskustelut edistävät ongelmanratkaisua, auttavat oppimista ja 
mahdollistavat persoonallisuuden harmonisen kehittymisen. Ne edistävät myös 
oppimisen vapautunutta ilmapiiriä.       

Oppilaiden piirustuksia analysoitiin seuraavilla kriteereillä: 
 
1. Esittääkö piirustus toimintaa ja välineiden käyttöä, jotka palvelevat 

abstraktiota? 
2. Toimivatko oppilaat yhdessä ongelmaa ratkoessaan? 
3. Liikkuvatko lapset tunnilla, jos sitä tarvitaan kokemusten hankintaan? 
4. Onko opettaja dominoiva henkilö matematiikan oppitunnilla? 
 
Va—Ne-ryhmän lasten piirustuksista 69,5 prosenttia kuvaa toimintaa ja 
välineiden käyttöä (ks. taulukkoa 1 ja liitteen piirroksia 1, 2, 3 ja 4). Välineet 
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heidän piirustuksissaan ovat isoja, värikkäitä ja helposti tunnistettavia. Loput 
lapset (30,5 prosenttia) kuvaavat vihko- tai liitutaulutyöskentelyä.  

Piirustuksista 34,7 prosenttia esittää lasten yhteistyötä ja 30,4 prosenttia 
liikkumista oppitunnilla. Lapset ovat siis nousseet paikaltaan. He mittaavat 
lattialla ja muodostavat yhdessä tasokuviota. He lajittelevat tavaroita yhdessä 
tai esittävät jotain tilannetta. Lapsista 65,2 prosenttia ei kuvannut opettajaa 
piirustuksessaan, mitä pidämme erittäin positiivisena palautteena (ks. 
taulukkoa 2): lapset tulevat hyvin toimeen keskenään, tietävät olevansa 
turvassa eivätkä koe matemaattista tehtävää pelottavana. Lopuissa 
piirustuksissa opettaja on mukana, mutta ei hallitsevana jättiläisenä, vaan 
kooltaan sopivasti isompana kuin lapset itse. 
 
Taulukko 1. Välineet, yhteistyö ja liikkuminen opetusryhmien lasten  

piirroksissa 
 

 
 
 

 
Välineet 

 

 
Yhteistyö 

 
Liikkuminen 

Va—Ne-
ryhmä 
 

 
69,5  % 

 
34,7 % 

 
30,4 % 

Ei-Va—Ne-
ryhmä 
  

 
12,0 % 

     
4,0 % 

 
8,0 % 

  

Ei-Va—Ne-ryhmän lasten piirustukset kertovat paljon köyhemmistä 
matematiikan tunneista. Heistä vain 12 prosenttia kuvaa välineiden käyttöä. 
Kaikki muut esittävät klassista laskutaidon oppituntia tauluineen, vihkoineen, 
lyijykynineen ja paikallaan istumisineen (ks. liitteen piirrosta 5). Lasten välistä 
yhteistyötä kuvaa vain 4 prosenttia töistä. Piirustukset ovat kylläkin värikkäitä. 
Useissa piirroksissa numeroilla on silmät, suu, siivet ja ne puhuvat, mutta 
kaikkien sanoma katsojalle on vain ‖laske minut‖. Liikkumista näkyy vain 8 
prosentissa piirustuksista. 

Tämän opetusryhmän lasten piirustuksista vain 44 prosenttia ei kuvaa 
opettajaa, 56 prosenttia hyvin vahvasti (ks. taulukkoa 2). Näissä opettaja on 
dominoiva ja suhteettomasti suurempi kuin oppilaat. 44 prosenttia näistä 
piirustuksista esittää opettajan johtajana, jolla useimmiten on karttakeppi 
kädessä (ks. liitteen piirrosta 5). Hän määrää, käskee, kehuu ja onnittelee. 
Piirustuksista päätellen tunnit ovat opettajajohtoisia ja lapset hyvin riippuvaisia 
opettajasta. Tunnin ja työskentelyn tyyli ei ole kiinni ratkaistavan matematiikan 
ongelman luonteesta, vaan opettajan tahdosta. Sen sijaan Va—Ne-ryhmän 
lapsista vain 13,4 prosenttia kuvaa opettajan hallitsevaa roolia. Opettajan rooli 
eroaa todella huomattavasti opetusryhmien lasten piirroksissa. 

Piirustuksia voitaisiin tutkia monelta eri kannalta. Värikäs 
tunnelmallisuus, piirroksen viimeistelyn aste, kuvatut lasten kasvot kertovat jo 
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sinänsä suhtautumisesta oppitunteihin, mutta tässä kirjoituksessa niitä ei 
käsitellä. 

Yhteenvetona piirrosten analyysista voidaan todeta, että Va—Ne-ryhmän 
lasten piirustukset ovat monipuolisempia. Ne esittävät rikkaammin välineiden 
käyttöä, yhteistyötä ja liikkumista kuin toisen tutkitun ryhmän piirrokset. Va—
Ne-ryhmän lasten piirustukset antavat opettajasta myönteisemmän kuvan: hän 
toimii yhdessä lasten kanssa, ohjaa heitä taustalta, kannustaa ja auttaa.   
 
Taulukko 2. Opettaja lasten piirroksissa 

 

 
Opettaja 

 

Ei ole 
mukana 

On mukana,  
ei dominoiva 

On mukana, 
dominoiva 

Va-Ne-ryhmän 
piirustuksissa 
 

 
  65,2  % 

 
  21,7 % 

 
  13,4 % 

Ei-Va—Ne-
ryhmän 
piirustuksissa 
 

 
  44 % 

  
  12% 

 
  44 % 

 
Lapset, jotka opiskelevat matematiikkaa Va—Ne-menetelmällä pitävät 
matematiikasta, matematiikan oppitunneista ja matematiikan opiskelusta. Olen 
koonnut myös kirjallisesti lasten mielipiteitä nimettöminä. Kaikki oppilaat eivät 
suinkaan ole menestyviä. Lasten tekstejä ei ole muutettu. Niistä on vain korjattu 
kirjoitusvirheitä, jotka häiritsevät ymmärtämistä.  

Lapset pitävät toiminnallisesta tiedon hankinnasta: 
Minä tykkään matikan tunnista siksi että me leikitään paljon. Ja myös siksi, että jos 
emme ymmärrä jotain sitä voi rakentaa piirtää ja esittää. (2.-luokkalainen) 

Lapset pitävät siitä, että he ikään kuin huomaamatta pääsevät käsitteisiin, 
monimutkaisten ongelmien ymmärtämiseen ja ratkaisuun:  
Minä pidän niistä tunneista, joilla käsitellään lukujärjestelmiä. Tykkäsin tosi paljon 
kun meillä oli 3-järjestelmä. Ne kiinnostavat minua, koska ne ovat vähän 
monimutkaisia. (3.-luokkalainen) 

Lapset rakastavat matematiikkaa. Heille ei tule mieleenkään, että sitä 
voitaisiin rajoittaa pelkästään lukuihin ja laskuihin. 
Minusta kaikkein kivoimpia ovat ne tunnit, joilla paljon mittailemme, teemme 
geometriaa ja leikkisesti ratkaistaan tehtäviä. Ikinä en unohda kun mitattiin luokkaa. 
Loogisista paloista liimattiin tasokuvioita. Samaa rakennettiin värisauvoista. Tykkäsin 
siitäkin kun murtolukuja opiskeltiin nopilla. Siis minun lempituntini ovat ne joilla 
leikkien opimme. (3.-luokkalainen) 

Lapset pitävät itsestään selvänä, että opetuksessa huomioidaan heidän 
iälleen tyypilliset ominaisuudet ja seikat: 
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Matikassa pidin kassaleikistä. Olisin mielellään asiakas. (1.-luokkalainen)  
Minä tykkäsin kauppaleikistä. Ikkuna oli todella kaunis. Tykkäsin niistä ale-jutuista. 
Minusta matikan tunti oli hyvä. (2.-luokkalainen) 

Minusta oli hauskaa kun leikittiin Satumaan rahoilla, rovoilla ja kiilingeillä. (1.-
luokkalainen) 

Minusta hyvä matikan tunti on se, jolla ei vain istuta pulpetissa, vaan esitetään se, 
mitä juuri opiskellaan. (2.-luokkalainen) 

Lapset pitävät vaihtelevista yhteistoiminnallisista tehtävistä, mutta myös 
siitä, kun he saavat yksin syventyä jonkin ongelman ratkaisemiseen: 

Sellainen matikan tunti on kivaa, jolla tehdään yhdessä työtä, mutta sen aikana myös 
keskustellaan.  (3.-luokkalainen) 

Minä tykkään niistä matikan tunneista, joilla työskennellään joukkueissa ja käytetään 
myös puuvärikyniämme. (3.-luokkalainen) 

Pidän tosi paljon tehtävistä, jotka panevat ajattelemaan, koska niitä voi paljon miettiä. 
Olen niin iloinen, kun keksin niille ratkaisun. Tykkään myös siitä, kun yhdessä 
ratkaistaan, rakennellaan jotain. Tällöin useampikin kaveri saattaa sanoa jotain hyvää 
ja heiltä voi oppia. Viihdyn myös silloin, kun lasketaan allekkain. (4.-luokkalainen) 

Miksi minä rakastan matikkaa? Siksi, että kun opiskellaan hyviä juttuja, se on aika 
jännittävää. Ja pidän oikein paljon siitä, kun lasketaan yhteen, tehdään 
vähennyslaskuja, kertolaskuja, sisältöjakolaskuja ja jaetaan. Kaikkein eniten pidän siitä, 
kun opitaan jotain uutta. Mutta minä rakastan matikkaa silloinkin, kun ei tehdä 
kertolaskuja eikä opita uutta asiaa mutta silti silloin ainakin OPISKELLAAN. (4.-
luokkalainen) 

Kyselyn mukaan lapset pitävät matematiikasta. Hyvä ilmapiiri motivoi, 
sisäinen motivaatio luo kurin, jota tarvitaan hyvien tulosten saavuttamiseen. 
Hyvät tulokset ongelmien ratkaisussa antavat onnistumisen kokemuksia. 
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Liitteet 
Piirros 1. Välineiden käyttö yksityiskohtaisesti kuvattuna (Va—Ne-ryhmä) 

 
 
 

Piirros 2. Matematiikan tunnilla ei vain istuta… (Va—Ne-ryhmä) 
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Piirros 3. Huomion keskipisteessä toiminta (Va—Ne-ryhmä) 
 

 
Piirros 4. Tehtävä ratkaistaan yhdessä. Narusta muodostetaan kolmio 
kärkipisteinä lapset. (Va—Ne-ryhmä) 
 
 



59 

 

 
 

 

  

Piirros 5. Dominoiva opettaja karttakeppi kädessään (Ei-Va—Ne-ryhmä) 
 
 

 
 
Piirros 6. Entäs tämä sitten? (Ei-Va—Ne-ryhmä) 
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                 Eira Korpinen 
 

MITEN ”UNKARILAINEN MATEMATIIKKA” 
– VARGALAINEN PEDAGOGIIKKA – 

TUKEE OPPILAAN MINÄKÄSITYKSEN JA ITSETUNNON 
KEHITTYMISTÄ? 

 
 

Tausta ja tarkoitus 
 
Kirjoitukseni liittyy Tutkiva opettaja –verkostossa vuonna 2000 
käynnistyneeseen ‖Matematiikkaa unkarilaisittain‖ –projektiin. 
(www.jyu.fi/okl/tuope). Hanke alkoi opettajien täydennyskoulutuksena ja 
kouluvierailuina Unkarissa vuosina 2000—2005. Aluksi kouluttajina toimivat 
unkarilaiset opettajat, mutta myöhemmin myös suomalaiset opettajat, jotka 
perehtyivät ja alkoivat opetuksessaan toteuttaa ‖unkarilaista matematiikkaa‖. 
Merkittävää tässä hankkeessa on ollut myös kehittämis- ja tutkimustyö, joka 
sen ympärillä virisi. Siitä esimerkkinä Pirjo Tikkasen vuonna 2008 tarkastettu 
väitöskirja, joka on laajin ja perusteellisin tutkimus, joka pureutui erityisesti 
suomalaisten ja unkarilaisten perusopetuksen neljäsluokkalaisten 
matematiikkakokemuksiin. Henkilökohtaisesti ‖Matematiikkaa 
unkarilaisittain‖ –projekti on merkinnyt alkua matkalle ‖ilon pedagogiikkaan‖. 

Artikkelissa tarkastelen oppilaan minäkäsityksen ja itsetunnon 
kehittymisedellytyksiä erityisesti ―unkarilaisen matematiikan‖ – vargalaisen 
pedagogiikan – muodostamassa kontekstissa. Taustateoria rakentuu 
humanistis-konstruktivistiseen näkemykseen oppilaan minäkäsityksen, 
minäkuvan ja itsetunnon kehittymisestä kokonaisvaltaisena ja syvällisenä 
oppimisprosessina. Tutkimus on luonteeltaan etnografinen tapaustutkimus. 
Tutkimusaineisto on kerätty luonnollisissa olosuhteissa kouluvierailuilla 
Unkarissa sekä opettajien täydennyskoulutus-tilaisuuksien yhteydessä 
Suomessa vuosina 2000—2004. Aineisto koostuu muistiinpanoista, valokuvista, 
havainnoista oppitunneilla sekä haastatteluista ja keskusteluista unkarilaisten ja 
suomalaisten pedagogien kanssa.  
  
 
Terve itsetunto, mitä se on? 
 
Terve itsetunto ja minäkäsitys on ihmisellä, joka tuntee itsensä: omat vahvat ja heikot 
puolet. Hän osaa arvioida toimintaansa realistisesti ja tarkasti. Hän suoriutuu kyky-
jensä mukaan. Hän on luova, rohkea ja käyttää omia ideoitaan. Terve itsetunto on 
ihmisellä, joka ilmaisee mielipiteensä pelkäämättä. Hän tulee toimeen muiden kanssa, 
haluaa toimia ryhmässä; osaa iloita sekä omasta että toisten onnistumisesta ja hän ei 
masennu epäonnistumisesta. Hän kunnioittaa rajoja. Hän on optimistinen ja luottaa 
itseensä. 
 
Terveen itsetunnon, myönteisen ja realistisen minäkuvan sekä minäkäsityksen 
kehittäminen on suomalaisen peruskoulun keskeinen tavoite. (Terveen 

http://www.jyu.fi/okl/tuope
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itsetunnon edistäminen peruskoulussa 1997). Hyvä itsetunto  voidaan nähdä 
oppimistuloksena, joka kehittyy kokonaisvaltaisessa, kokemuksellisessa 
vuorovaikutuksessa lapselle tärkeiden ihmisten kanssa. Koulussa opettajan 
merkitys ja rooli oppimisen ohjaajana ja minäkäsityksen sekä itsetunnon 
kehittäjänä on keskeinen. 

Ihminen toimii sen mukaan, millainen käsitys hänellä on itsestään, ei sen 
mukaan, millaiset hänen todelliset ominaisuutensa tai kykynsä ovat. Kun lapsi 
toimii ympäristössään sen mukaan, millainen käsitys hänellä on itsestään, 
vaikuttaa itsetunto väistämättä siihen, mitä lapsi oppii. Jo siksi, koska 
myönteisellä itsearvostuksella on todettu olevan yhteyttä hyviin 
koulusaavutuksiin, tulisi koulussa opettaa lapsille tietojen ja taitojen lisäksi 
luottamusta omiin kykyihin. Tunne omasta pätevyydestä kantaa pitkälle lapsen 
tulevaisuuteen. 

Itseään arvioiden lapsi voi huomata vahvuutensa ja asettaa tavoitteensa 
tasolle, jotka hänen on mahdollista saavuttaa. Omien tavoitteiden 
saavuttaminen innostaa oppimaan ja pyrkimään yhä parempiin saavutuksiin. 
Lapsen arviot omista onnistumisista ja epäonnistumisista vaikuttavat lapsen 
koko kehitykseen. Omat onnistumiset ja epäonnistumiset tallentuvat osaksi 
itsetuntoa; menestys nostaa tulevan toiminnan tavoitteita ja tappio laskee niitä. 
Myönteinen käsitys itsestä ja omista kyvyistä auttaa oppimaan; hyvään 
suoritukseen tarvitaan taidon lisäksi uskoa omiin kykyihin. Koulussa lapselle 
osoitetaan suoraan tai välillisesti joka päivä, millainen hän on. 

Lapsi viettää niin paljon aikaansa käymällä koulua, ettei kouluajan 
merkitystä itsetunnon kehittymiselle voi kiistää. Koulu, toverit ja harrastukset 
rakentavat vanhempien ja kodin lisäksi lapsen itsetuntoa. Myönteisen 
itsearvostuksen ollessa arvioinnin tavoitteena oppilaan suorituksia ei verrata 
toisten oppilaiden suorituksiin. Oppilaiden  keskinäinen vertailu synnyttää 
kilpailua, jolloin vain harvojen itsetunto vahvistuu ja vähintään yhtä monen 
oppilaan tunne omasta huonommuudestaan lisääntyy.  
 
 
Minäkäsitys ja oppiminen 
 
Yksilön minäkäsitys sisältää kaiken sen, mitä tiedämme ja uskomme 
itsestämme. Se sisältää kaikki ne ominaisuudet, tiedot, taidot ja uskomukset, 
jotka yksilö liittää itseensä. Ne tuntomerkit, ominaisuudet ja roolit, joita 
yksilöllä ei juuri nyt ole, mutta jotka hän toivoo saavuttavansa, muodostavat 
hänen ihanneminänsä. Minäkäsityksen muodostuminen on oppimiseen 
liittyvää ja se on oppimisen tulosta. 

Kun oppimista tarkastellaan yksilökeskeisesti, oppimisessa on kyse 
yksilön persoonallisuuden rakentamisesta eli minän kehittymisestä. Yhä uusien 
tietojen ja taitojen oppiminen merkitsee minän eri ulottuvuuksien lisääntymistä 
ja entisten uudelleen organisoitumista. Muodostunut minäkäsitys on 
kokemusten tulkki. Se määrää, mitkä tiedot, taidot ja kokemukset ovat yksilölle 
merkityksellisiä, ts. mitä hän haluaa oppia. Toisaalta oppiakseen 
menestyksellisesti yksilön tulee nähdä itsensä kykenevänä oppimaan. Hänellä 
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tulee olla myönteisiä odotuksia oppimisen suhteen. Hänen itseluottamuksensa 
vaikuttaa tavoitetason asettamiseen ja siihen energiamäärään, jonka hän on 
valmis oppimistehtävän suorittamiseen käyttämään ja sitoutumaan siihen. 

Syvällinen oppiminen merkitsee yksilön koko persoonan läpäisevää 
muuttumista; kokemusta siitä, että selviytyy ja haluaa ponnistella kohti uusia 
vaativampia haasteita. Vuosikymmenien jälkeen yksittäiset tiedot ja irralliset 
taidotkin saattavat unohtua, mutta onnistumisen ilo tai epäonnistumisen häpeä 
saattaa säilyä voimakkaana koko persoonallista kokemusta sävyttämänä ja 
toimintaa suuntaavana (estävänä) tekijänä. 

Oppiminen on yksilön kannalta aina kokonaisvaltainen tapahtuma, jossa 
on mukana koko persoona. Samalla kun opiskellaan esim. matematiikkaa, 
opitaan jotakin siitä, millainen olen matematiikan oppijana, mikä merkitys 
matematiikalla on minulle, mihin matematiikkaa tarvitsen. Matematiikan 
oppimiseen liittyy tunteenomaisia affektiivisia elementtejä: arvoja, asenteita, 
motivaatio ja minäkäsitys: käsitys itsestä matematiikan oppijana. 
 
 
Koulun ja opettajan merkitys oppilaan minäkäsityksen kehitykselle 
 
Monet kouluun liittyvät tekijät, institutionaaliset piirteet - koulun ilmapiiri, 
oppilaiden ryhmittely, päätöksentekojärjestelmät, palkitsemis- ja 
rankaisumenettelyt, koulun arviointijärjestelmä ja muu pedagogiikka - 
vaikuttavat oppilaiden minäkäsityksen rakentumiseen. Opettajan merkitys on 
erityisen keskeinen koulun oppimistoimintojen ohjaajana. 

Opettajan vaikuttamisen mahdollisuus on siinä, että oppilas hyväksyy 
hänet itselleen tärkeäksi henkilöksi, jonka palautteen hän suostuu ottamaan 
vastaan ja sisäistämään osaksi minärakennettaan. Seuraavassa keskitytäänkin 
opetuksellisen vuorovaikutuksen lähempään tarkasteluun, jossa lähtökohtana 
on opettajan itsetunto ja sen merkitys opettajan toiminnassa. 

Opettajan ja oppilaan itsetunnon kehittymisen ”kohtalonyhteys”  
Kasvattajan ja opettajan sekä lapsen vanhemman terve itsetunto on hänen 
työnsä onnistumisen paras tae. Opettaja vaikuttaa koko persoonallaan ja hänen 
käyttäytymisessään näkyy myös, millaisena hän kokee itsensä. Tutkimusten 
mukaan opettajat, joilla on alhainen itsetunto, käyttävät perinteisiä, muodollisia 
opetusmenetelmiä ja heidän opetustyylinsä on joustamaton. Terveen 
minäkäsityksen omaavat opettajat luovat luokkaympäristön, jossa oppilaat 
puhuvat enemmän, oppilaiden ja opettajien vuorovaikutus on runsaampaa ja 
oppilaat saavat yksilöllistä tukea enemmän. Tällaisessa ilmapiirissä oppilaat 
ilmentävät enemmän luovaa ajattelua. 

Itsestään epävarma opettaja ei pidä opettamisesta, hän saattaa olla liian 
kontrolloiva, autoritaarinen tai suhtautua jopa vihamielisesti oppilaita kohtaan. 
Opettajan itsetunnolla on havaittu olevan yhteys myös oppilaiden itsetuntoon. 
Itsensä hyväksyvä opettaja hyväksyy myös muut ihmiset sekä aikuiset että lapset. 

Monet hyvän opettajan ominaisuudet liittyvät siihen, miten henkilö näkee 
itsensä. Itseensä luottavat opettajat suosivat aktiivisia ihmiskontakteja, kun taas 
ne, joilla on heikko emotionaalinen tasapainoisuus, eivät suosi ihmiskontakteja ja 
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he ovat myös autoritaarisempia. Autoritaarisuutta korostavat opettajat eivät 
onnistu luokissaan kasvattajina niin hyvin kuin oppilaskeskeisyyttä luokissaan 
korostavat opettajat, joille on tyypillistä halu jakaa vastuuta oppilaille. Tällöin 
oppilaat ottavat vastuuta myös yhteisten sääntöjen noudattamisesta. 

Minäkäsitys muodostuu sosiaalisessa vuorovaikutuksessa ja se myös 
heijastuu sosiaaliseen vuorovaikutukseen, jollaista opettajan työ mitä 
suurimmassa määrin on. Luokkahuone on myös sosiaalisen oppimisen 
ympäristö. Positiivisesti itseensä asennoituva opettaja on myös malli oppilailleen 
tässä suhteessa. Opettajan kasvatusoptimismi on yhteydessä hänen hyvään it-
setuntoonsa ja oppilaiden arvostamiseen. Opettaja uskoo, että sekä hän että oppi-
laat voivat vaikuttaa tavoitteiden toteutumiseen. Itseensä luottava opettaja uskoo 
myös siihen, että hän voi vaikuttaa oppilaan oppimiseen ja oppimisvaikeudetkin 
ovat voitettavissa. 

Kasvattajien (vanhempien ja opettajan) välinen yhteistyö näyttää 
erityisesti vahvistavan lapsen itsetuntoa. Tehostettu kodin ja koulun yhteistyö, 
johon liittyi vanhempien ja opettajan välinen henkilökohtainen vuorovaikutus, 
heijastui oppilaiden minäkokemuksiin: turvallisuuden tunteeseen ja hyväksyn-
nän kokemuksiin. Lapsen kannalta yhteistyössä on kyse siitä, että hän kokee 
olevansa tärkeä, läheistensä arvostama ja rakastama. Tämän kokemuksen hän 
liittää minäkokemuksiinsa ja siitä tulee hänen itsetuntonsa ydin.  
 
Luokan ilmapiiri 
Opettajan luoma myönteinen ilmapiiri, jolle on tyypillistä kunnioitus, huomio, 
huolenpito ja hyväksyntä, osoittaa oppilaalle, että hän on arvokas. Tämä johtaa 
myönteiseen minäkäsitykseen, erityisesti itsearvostukseen.  Opettajan oppilaa-
seen kohdistamat odotukset heijastuvat opetuskäyttäytymiseen, mm. palauttee-
seen. 

Opettaja luo toiminnallaan luokkaan ilmapiirin, jolla on tärkeä merkitys 
oppilaan itsetunnon kehitykselle. Tutkimusten mukaan oppilaan itsearvostusta, 
itsetunnon kehitystä edisti parhaiten lämmin luokkailmapiiri, jota hallitsi 
kunnioittava, vahvistava ja empaattinen suhtautuminen oppilaisiin. Oppilaan 
itseluottamusta ja hyviä koulusuorituksia edisti opettajan innostava, rohkaiseva 
sekä joustava opetustapa, jossa arvostettiin oppilaiden mielipiteitä ja otettiin ne 
huomioon opetuksessa. 

Oppilaiden itseilmaisua edistivät parhaiten opettajat, jotka hyväksyivät 
tunteiden ilmaisun ja toimivat itse esimerkkinä ilmaisemalla tunteensa vapau-
tuneesti. Oppilaiden itsenäisyyttä voitiin edistää parhaiten tarjoamalla 
mahdollisuuksia itsenäisille valinnoille ja asettamalla toiminnalle selkeät, mutta 
ei-dogmaattiset säännöt. 

Tutkimuksissa erotetaan usein kaksi erilaista vuorovaikutusilmapiiriä - 
valvova ja humaani. Valvovalle ilmapiirille on ominaista: sääntöjen ylläpitäminen, 
opettajajohtoisuus, autoritaarisuus, oppilaiden kaavamainen käyttäytyminen, 
rangaistukset, moralisointi, persoonattomuus, oppilaiden luokittelu ja 
tottelemisen korostaminen. Humaanin ilmapiirin piirteitä ovat demokraattisuus, 
henkilökohtaisuus, yksilön arvon kunnioitus, itsekurin korostaminen, joustavuus 
ja osallistuminen päätöksentekoon. 
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Humaanissa kouluympäristössä opettajan ja oppilaiden välillä on paljon 
vuorovaikutusta. Humaanin ilmapiirin kehittämistä kokeileville kouluille 
asetettiin tavoitteeksi oppilaan minäkäsityksen kehittäminen, kouluympäristön 
viihtyvyyttä parannettiin, sosiaalisia taitoja parannettiin, päätöksen teon jakamista 
kehitettiin eikä heikoilla arvosanoilla ollut vaikutusta arvostelussa - vain tehty työ 
huomioitiin. Kokeilujen tuloksista käy ilmi, että koulunsa keskeyttäneiden määrä 
väheni, väkivaltaisuutta oli vähemmän, samalla kun opiskelijoiden vapaus sekä 
yhteisön kunnioitus lisääntyivät. Koulun henkilökunnan elämänlaatu ja 
minäkäsitys kohentuivat.  
 
Opettajan odotukset 
Tutkimusten mukaan menestyvien oppilaiden opettajat odottivat enemmän 
oppilailtaan ja ilmensivät sitä mm. seuraavasti: 
 
- opettajat osoittivat luokkatilanteissa henkilökohtaista hyväksyntää 

hymyilemällä enemmän, nyökkäämällä useammin hyväksyvästi, 
kumartumalla oppilaan puoleen ja koskettamalla heitä useammin 

- opettajat antoivat oppilaille enemmän positiivista palautetta heidän 
vastauksistaan, työstään tai käyttäytymisestään 

- opettajat antoivat enemmän ja haastavampia materiaaleja oppilaille 
- opettajat antoivat oppilaille enemmän tilaisuuksia vastata kaikessa rauhassa 

kysymyksiin ja tutkia ongelmia. Juuri päinvastoin opettajat käyttäytyivät 
niiden oppilaiden kanssa, joiden he eivät uskoneet olevan yhtä kyvykkäitä.  

 
Useat muutkin opettajan ja vanhempien odotuksia käsittelevät tutkimukset ovat 
osoittaneet, miten kasvattajien odotukset ovat itseään toteuttavia ennusteita ja 
vaikuttavat kasvatuskäytänteiden kautta lapsen minäkäsitykseen ja koulusuori-
tuksiin.  
 
 
Miten vargalainen pedagogiikka tukee oppilaan itsetuntoa? 
 
Edellä esitelty tutkimustausta muodostaa pohjan seuraaville tiiviille ja 
teesinomaisesti esitetyille periaatteille, jotka ovat keskeisiä oppilaan 
minäkäsityksen ja itsetunnon kehittämisessä. Olen määritellyt kyseisen 
periaatteen sisällön, tavallaan katekismuksen tapaan, mitä se on? Sen jälkeen 
olen esittänyt havaintoja tutkimusaineistoon nojautuen, miten unkarilaisten 
opettajien pedagogiikassa (vargalaisuudessa) kyseinen periaate ilmenee ja 
todentuu sekä samalla tukee oppilaan minäkäsityksen, minäkuvan, 
itseluottamuksen, itsetuntemuksen ja terveen itsetunnon kehittymistä.  

Havainnot perustuvat ‖empiiriseen dataan‖ eli oppituntien seuranta-
aineistoon, luentomuistiinpanoihin, keskusteluihin sekä valokuva-aineistoon 
unkarilaisten opettajien oppitunneilta Unkarissa sekä heidän pitämiltään 
luennoilta Suomessa vuosina 2000—2004. Analyysi on varsin kokonaisvaltainen 
ja alustava synteesi havainnoista. On myös huomattava, että oppilaiden 
yksilölliset kokemukset ja heidän minäkäsityksensä sekä itsetuntonsa 
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muodostaa oman tutkimusalueensa, johon Pirjo Tikkasen (2008) 
väitöskirjatutkimus antaa vastauksia hyvin laaja-alaisesti.  
 
Periaate 1. Opetuksessa painottuu oppilaskeskeisyys. 
Oppilas kokee olevansa koulussa tärkeä henkilö ja keskeisessä asemassa. Tämä kokemus 
edistää oppilaan perusmotivaatiota, jonka taustalla on itsensä hyväksyvä yksilö. 
Oppilaan tulee kokea, että koulu on häntä varten. 
 
Oppilaskeskeisyys on vargalaisen pedagogiikan ydin. Opetuksessa 
huomioidaan lapsen ikään ja kehitystasoon liittyvät erityispiirteet tarkasti 
(Márta Oravecz 16.3.2001). Asiat selitetään lapsentajuisesti, mutta samalla 
pidetään huolta siitä, että asiat selitetään myöhemmin eteen tulevia 
täsmällisempiä käsitteitä ajatellen oikein. Lapsen yksilöllisyys huomioidaan. 
Opettajan tulee tuntea esim. jokaisen lapsen kielellinen kehitystaso. Oppilaalla 
on lupa myös  erehtyä, sillä erehtyminen edistää oppimista. Lapsen annetaan 
kertoa, miten hän on päässyt vastaukseensa ja häntä kuunnellaan. Lapsia 
rohkaistaan väittelemään ja kertomaan, mitä he ajattelevat. Jokaisella lapsella 
on oma työkalupakki. Lapset ovat mukana kehittämässä materiaalia. 
Vargalaisuuteen kuuluvat onnelliset lapset. (Eszter Neményi  & Márta Oravecz 
7.6.2004). 
 
Periaate 2. Luokan ilmapiiri humaani. 
Humaanille ilmapiirille on tyypillistä persoonallinen, kunnioittava, osallistuva ja 
inhimillinen suhtautuminen. Oppilasta kunnioitetaan ja hänet hyväksytään 
persoonallisuutena. Tällainen ilmapiiri turvaa oppilaan minäkäsityksen, erityisesti it-
searvostuksen myönteisen kehityksen. Vain itsensä hyväksyvä yksilö pystyy 
arvostamaan ja hyväksymään muut ihmiset. 
 
Havaintoni unkarilaisten opettajien oppitunneilta tukevat tätä periaatetta 
voimakkaasti. Opettaja on suhtautumisessa oppilaisiinsa myönteinen, avoin ja 
tasapuolinen. Luokan ilmapiiriä voi luonnehtia iloiseksi ja vapaaksi.    
 
Periaate 3. Oppilaiden ryhmittely tapahtuu monipuolisin perustein. 
Oppilaan erilaisten ominaisuuksien huomioon ottaminen ryhmittelyratkaisuissa turvaa 
mahdollisimman monen oppilaan minäkäsityksen monipuolisen kehityksen. Oppilaalle 
tarjoutuu mahdollisuuksia tiedostaa laajemmin persoonallisuuttaan ja rakentaa minän 
eri osa-alueita. 
 
Unkarilaiset opettajat käyttävät hyvin joustavasti oppilaiden ryhmittelyä 
opetustilanteissa. Parityöskentelyä, yksintyöskentelyä ja työskentelyä 
isommissakin ryhmissä käytetään ja näyttää siltä, että oppilaat saavat itse valita 
sen, kenen kanssa haluavat työskennellä. 
 
Periaate 4. Korostetaan oppilaan itsekontrollia. 
Selkeän ja myönteisen minäkäsityksen eräs tärkeä piirre on tunne siitä, että hallitsee 
omaa elämäänsä. Kun yksilö voi osallistua itseään koskevaan päätöksentekoon, hän 
kokee itsensä voimakkaaksi ja oppii toimimaan itsenäisesti ja vastuullisesti. Oppilaan 
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minäkäsitystä kehittävä koulu antaa oppilaille mahdollisuuden osallistua opetuksen 
suunnittelua koskevaan päätöksentekoon ja antaa oppilaille vastuuta omasta opiskelus-
taan ja käyttäytymisestään. 
 
Havainnot luokkahuonetilanteissa osoittavat, että oppilaat saavat ja osaavat 
työskennellä vastuullisesti ja itsenäisesti. Tunneilla keskustellaan paljon. 
Oppilaat liikkuvat luokassa vapaasti, nousevat välillä seisomaan jne. Tämä ei 
häiritse muita oppilaita. Jokainen huolehtii omista välineistään. Matematiikassa 
jokaisella on oma työkalupakki, joka sisältää myös itse tehtyjä materiaaleja.    
 
Periaate 5. Korostetaan oppilaiden välistä vuorovaikutusta ja yhteistyötä.  
Yksilön minäkäsitys kehittyy sosiaalisessa ympäristössä ja vuorovaikutuksessa. Koulu, 
jonka päätavoitteena on oppilaan myönteinen minäkäsityksen kehitys, suosii oppilaiden 
välistä yhteistyötä, joka perustuu oppilaiden tukemiselle, ihailulle ja kaikkien oppilaiden 
hyväksynnälle. Tämä merkitsee mahdollisuutta työskennellä ja opiskella pienryhmissä. 
Tällöin yhteistyötä palkitaan ja opetetaan positiivisia vuorovaikutuksen taitoja. 
 
Monet luokkahuonetilanteiden havainnot osoittavat, että oppilaat ovat 
tottuneet tekemään paljon yhteistyötä. Siirtyminen luokkahuoneen ulkopuolelle 
työskentelemään sujuu myös joustavasti ja työskentely pienryhmissä ilman 
opettajan valvovaa silmää onnistuu oppilailta. 
 
Periaate 6. Koulu pyrkii yhteistyöhön vanhempien kanssa. 
Vanhemmat ovat lapsen minäkäsityksen kannalta tärkeimpiä henkilöitä. Heidän 
vaikutuksensa on suuri aina nuoruusikään saakka. Vanhempien lapseensa kohdistamat 
odotukset heijastuvat näiden minäkäsityksen kehitykseen, koulunkäyntimotivaatioon, 
tavoitteiden asettamiseen jne. Jotkut lapset tulevat kodeista, joissa vanhemmilla on 
alhaiset odotukset tai vanhemmat eivät koskaan näytä olevan tyytyväisiä lapsensa 
koulumenestykseen. Oppilaan minäkäsityksen kehityksestä vastuuta kantava koulu 
tiedostaa, miten tärkeä merkitys vanhemmilla on lapsensa oppimisessa ja yrittää 
vaikuttaa vanhempien odotuksiin, antaa palautetta vanhemmille lapsen oppimisesta 
sekä tukea vanhempien kasvatustyötä. Tähän pyritään monipuolisella koulun ja kodin 
välisellä yhteistyöllä: yhteisillä tapaamisilla, henkilökohtaisilla opettajan ja vanhempien 
välisellä keskusteluilla, joissa myös oppilas voi olla mukana. 
 
Monet keskustelut unkarilaisten opettajien kanssa ovat osoittaneet, että 
yhteistyö vanhempien kanssa on monipuolista ja kiinteää. Vanhemmat 
arvostavat matematiikan opetusta ja oppimista.  Vanhemmat tukevat koulun ja 
opettajan työtä myös opetuksessa. Vanhemmat ovat olleet tekemässä esim. 
työkalupakkiin sisältyviä välineitä. Lapset tuovat kotoa materiaaleja, joita 
käytetään opetuksessa. Vanhempia käy myös koulussa ja he ovat hyvin perillä 
siitä, mihin opetuksella pyritään.  
 
Periaate 7. Pyritään onnistumisen odotuksiin ja varmuuteen. 
Opettajan myönteiset odotukset oppilaasta liittyvät oppilaan positiiviseen itsearvostuk-
seen ja koulumenestykseen. Koulu voi viestittää oppilaalle odotuksia siitä, että hän voi 
menestyä ja oppia. Tämä merkitsee sitä, että opetussuunnitelma vastaa oppilaan 
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kehitystasoa ja se perustuu sellaisille tiedoille ja taidoille, joita oppilas tarvitsee ja jotka 
ovat hänelle henkilökohtaisesti merkityksellisiä. Erilaisin opetuksellisin järjestelyin 
pyritään siihen, että jokaiselle oppilaalle tarjoutuisi onnistumisen kokemuksia, jolloin 
oppilaalle kehittyy itseluottamus, myönteinen käsitys itsestään oppilaana. Tällöin 
oppilaalla itsellään on myönteiset odotukset oppimisen suhteen. 
 
Unkarilaiset pedagogit korostavat opetuksessaan onnistumisen kokemuksia. 
Opetuksessa huolehditaan siitä, että se vastaa oppilaan kehitystasoa. 
Toimintamateriaalin, erilaisten apuvälineiden avulla opetusta voidaan eriyttää 
vastaamaan oppilaan osaamistasoa. ‖Vääriä‖ vastauksia ei ole, vaan opettaja 
pyrkii selvittämään, miten oppilas on päätynyt ajattelussaan siihen, mitä hän 
vastaa. Lapset saavat puhua ja opettaja kuuntelee. Havainnot 
vuorovaikutustilanteista luokkahuoneessa osoittavat, ettei erehtyminen herätä 
muissa oppilaissa negatiivisia reaktioita. Opiskeluilmapiiri on hyvin 
myönteinen ja oppilaat sekä opettaja innokkaita ja iloisia. (Márta Oravecz 
6.11.2002). 
 
Periaate 8. Opetuksessa pyritään elämänläheisyyteen.  
Kun koulu haluaa edistää oppilaan minäkäsityksen kehittymistä, opetussuunnitelmaa 
on organisoitava jokapäiväisessä elämässä esiin tulevien ongelmien ratkaisemiseen ja 
lasten/nuorten ihmisten tarpeiden pohjalta. Tämä merkitsee sitä, että oppilailla on 
mahdollisuus tutkia ympäristöään ja itseään koskevia asioita ja tehdä päätöksiä, jotka he 
suhteuttavat minäkäsitykseensä. 
 
Unkarilaisten pedagogien opetuksen yksi kulmakivi  on ‖todellisuuteen 
perustuvien kokemusten hankkiminen‖. Kokemuksia hankitaan monien aistien 
kautta: kuulo, näkö, liike, koko keho jne. Lapset rakentavat, laskevat, peittävät, 
punnitsevat, mittaavat, täyttävät, näyttelevät ym. Matematiikan tehtävät ja 
esimerkit ovat lapsen maailmasta; ne ovat lapsen kannalta mielekkäitä ja 
kehittäviä, mutta eivät merkityksettömiä.  (Márta Oravecz 16.8.2000); Agnes 
Kivoviczne 6.11.2002). 
 
Periaate 9. Oppikirjan yksipuolisesta käytöstä pyritään ongelmakeskeiseen 
opiskeluun. 
Oppilaan minäkäsitystä kehittävässä koulussa ja opetuksessa kiinnitetään tasapuolisesti 
huomiota eri tavoitealueisiin. Opetusmuodot ja sisällöt on valittu kehittämään 
yhteistyötä, osallistumista ja vuorovaikutusta mielenkiintoisten projektien 
toteuttamiseksi. Niissä voidaan yhdistää teoria ja käytäntö. 
 
Oppikirja on unkarilasten opettajien opetuksessa sivuroolissa. Sen sijaan 
opetuksessa painottuu toiminnallisuus ja runsas apuvälineiden käyttö, joiden 
tekemiseen myös oppilaat ja heidän vanhempansa voivat osallistua. 
Opetuksessa edetään konkreettisesta abstraktiin. Apuvälineiden turvin voidaan 
palata takaisin konkreettiseen vaiheeseen. Opetuksessa käytetään kehittäviä 
leikkejä. Leikillisyys ja leikki on tärkeässä asemassa. Vanhat pelit ovat 
ahkerassa käytössä matematiikan opetuksessa. Lapsille annetaan aikaa ja tilaa 
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leikkiä. Leikin avulla oppiminen vahvistuu. (Agnes Kivoviczne & Márta 
Oravecz 30.11.2001; Eszter Nemenyi 7.6.2004).  
  
Periaate 10. Pyritään monipuoliseen arviointiin. 
Arvioinnissa painottuu yhdessä suoritettu arviointi ja itsearviointi. Tällöin oppilailla 
on monia mahdollisuuksia kehittyä persoonallisesti ja sosiaalisesti: kehittää minäkä-
sityksensä selkeyttä ja syvyyttä. 
 
Arviointi on luonnollinen osa opetusprosessia. Kokeita opettajan ei tarvitse 
pitää pikkuoppilaille, sillä luonnolliset opetustilanteet tarjoavat opettajalle 
runsaasti mahdollisuuksia tietää, millaista jokaisen oppilaan oppiminen on. 
Tunneilla oppilaat saavat puhua paljon ja keskustella opettajan sekä muiden 
oppilaiden kanssa. Vuorovaikutuksessa hankittu ja saatu henkilökohtainen 
palaute tukee itsetuntoa ja suuntaa oppimista. (Márta Oravecz  2004).     
 
 
Yhteenvetoa 
 
Vargalaista pedagogiikkaa on syytä tarkastella yhteenvedonomaisesti vielä siltä 
kannalta, miten siinä korostuu hyvän vuorovaikutuksen tunnuspiirteet. 
Havaintojeni mukaan metodissa korostuvat seuraavat opettajan vuorovaikutusta 
koskevat piirteet, jotka tutkimusten mukaan ovat keskeisimpiä oppilaan 
itsetunnon kehityksen kannalta: 
 
- Opettaja suosii oppilaskeskeisiä työtapoja. Antaa oppilaiden valita omien 

ideoidensa pohjalta materiaaleja ja työskentelytapoja. Opettaja asettaa rajat 
toiminnoille, mutta tukee ja rohkaisee yksilöllistä työtä ja itseilmaisua. 

- Opettaja auttaa oppilaita valitsemaan oppimiskokemuksia, jotka heijastavat 
heidän omia harrastuksiaan, tarpeitaan ja kiinnostuksen kohteita. 

- Opettaja persoonallistaa opetustaan, antaa yksilöllistä palautetta. 
- Opettaja ylläpitää hyväksyvää ja lämmintä ilmapiiriä luokassa. 
- Opettaja huolehtii, että jokainen oppilas saa osakseen hyväksyntää myös 

muilta oppilailta. 
- Opettaja auttaa oppilaita arvioimaan itseään realistisesti ja antaa aikaa 

itsearviointiin. 
- Opettaja antaa tunnustusta myös itselleen. Hän tiedostaa omat vahvat ja 

heikot puolensa. 
 
Kouluympäristössä opettajan vaikutus oppilaan itsetuntoon perustuu siihen, että 
oppilas hyväksyy hänet itselleen tärkeäksi henkilöksi. Lapsen on sitä helpompi 
kokea opettaja itselleen tärkeäksi, mitä enemmän opettajan arvot, asenteet ja 
uskomukset sekä lapsesta tehdyt havainnot ovat samankaltaisia kuin lapsen 
vanhemmilla. Jos oppilas todella kokee opettajan itselleen merkitykselliseksi 
ihmiseksi, hän sisäistää opettajan kuvan itsestään osaksi minäkäsitystään. Tämän 
takia opettajan on tärkeää tiedostaa oma vaikutusvaltansa voidakseen toimia par-
haalla mahdollisella tavalla oppilaalle merkityksellisen ihmisen roolissa. 
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Unkarilainen metodi täyttää monet keskeiset ehdot, joita terveen 
itsetunnon ja myönteisen minäkuvan kehittäminen koulutukselle ja opettajan 
toiminnalle asettaa. Metodi on oppilaskeskeinen; opettaja ylläpitää myönteistä, 
hyväksyvää ja lämmintä luokkailmapiiriä, antaa yksilöllistä palautetta, suosii 
oppilaskeskeisiä työtapoja, persoonallistaa opetustaan, auttaa oppilaita 
arvioimaan omaa oppimista, antaa aikaa itsearvioinnille. Metodin kulmakivi on 
todellisuuteen perustuvien kokemusten hankkimisessa, mikä tekee opetuksesta 
elämänläheisen ja tarjoaa oppilaalle voimaantumisen kokemuksia. Opetus on 
ongelmakeskeistä, monipuolista ja toiminnallista sekä sisältää eritasoisille 
oppilaille haasteita.    
 
 
Jatkotutkimusehdotuksia ja pohdintaa 
 
Tässä artikkelissa on eritelty minäkäsitysteoria ja aikaisemmat tutkimukset 
lähtökohtana unkarilaisten opettajien pedagogiikkaa siltä kannalta, miten 
itsetunnon kehittämisen edellytyksiä pedagogiikassa toteutetaan. Tarkastelu on 
vasta alustava ja esitutkimuksen luonteinen. Aineisto, josta ‖todisteita‖ haettiin 
ja tulkintoja tehtiin, on laajuudeltaan kuitenkin riittävä. Se on hankittu lähes 
viiden vuoden aikana. Oppituntien observoinnit on tehty seuraamalla opetusta 
luokkahuoneissa, valokuvaamalla opetustilanteita jne. Myös videomateriaalia 
olisi ollut käytettävissä, mutta tähän artikkeliin sitä ei ollut mahdollista saada 
aikapulan takia. Toinen lähdemateriaali liittyy unkarilaisten pedagogien 
pitämiin luentoihin koulutustilaisuuksissa sekä haastatteluihin ja lukuisiin 
keskusteluihin heidän kanssaan.  Tutkimuksen luotettavuus – havaintojen 
tekeminen, niiden tulkinta sekä johtopäätökset - liittyy pääosin siihen 
asiantuntemukseen, jota kirjoittaja on saanut toimiessaan opettajana sekä 
opettajankouluttajana yli 20 vuoden ajan. 

Minäkäsitystutkimusta olen tehnyt noin 30 vuoden ajan. Keskeisiä teemoja 
on ollut mm. minäkäsitys kasvatuksellisena käsitteenä (Korpinen 1989), 
peruskoululaisen minäkäsitystutkimus edustavalla otoksella; n=3245, 
(Korpinen 1990), luki-oppilaiden minäkäsitys (Korpinen 1993), suomalaisten ja 
virolaisten peruskoulun päätösvaiheessa olevien itsetunnon vertailu (Korpinen 
2000). Oppilasarvioinnin kehittämistutkimuksessa 1970—80-luvulla 
minäkäsitysteoria muodosti keskeisen lähtökohdan, jonka valossa oppilaiden 
oppimistuloksia seurattiin koe- ja kontrolliryhmissä (Korpinen 1982; Korpinen 
1987; Korpinen 1998). 

Artikkelissa raportoitu tutkimus on luonteeltaan laadullinen 
tapaustutkimus ja sitä voi pitää lähinnä etnografisena. Olisi tärkeää voida 
laajentaa tutkimusta myös määrälliseen suuntaan. Unkarilaisten ja 
suomalaisten lasten itsetunnon vertailu, koulua koskevat asenteet, asenteet 
matematiikkaan jne. on tärkeä jatkotutkimuksen aihe. Sitä käsittelee osaltaan 
Tikkasen (2008) väitöskirjatutkimus. 

Oppilaan itsetunnon kehittäminen erityisesti matematiikan alueella ja 
avulla tarjoamalla oppilaalle runsaasti mahdollisuuksia onnistumisen 
kokemuksiin, henkilökohtaiseen palautteeseen; kiinnittämällä huomiota 
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myönteiseen vuorovaikutusilmapiiriin jne. olisi tärkeä tutkimusaihe, jolle 
löytyy perusteita aikaisemmista tutkimuksista  sekä minäkäsitysteorioista. 

Menestyminen sellaisella oppimisen alueella, jota yleisesti arvostetaan, 
vaikuttaa tehokkaimmin itsetunnon myönteisyyteen. Koska matematiikka on 
arvostettu oppiaine sekä koulussa että vanhempien taholla, voisi olettaa, että 
menestyminen matematiikassa vaikuttaa jopa yleiseen itsearvostukseen. Hyvät 
taidot matematiikassa vaikuttavat lapsen ja nuoren elämään monin tavoin; 
oppilaan elämänhallintataidot lisääntyvät. Koska matematiikka on tärkeä aine 
yhteiskunnankin kannalta, oppilas voi saada osaamisensa myötä myös 
voimaantumisen kokemuksia ja samalla tulevaisuuden uskoa. 

Varga-metodi sisältää lukuisia piirteitä niistä tekijöistä, jotka liitetään 
myönteisen minäkuvan ja itsetunnon kehittymisedellytyksiin. Toivon, että 
artikkelissani olen onnistunut vakuuttamaan myös lukijan unkarilaisten 
pedagogien toiminnasta, ennen muuta heidän opetuksellisen 
vuorovaikutuksensa laadusta ja opetusilmapiiristä, jotka ovat tutkimusten 
mukaan kaikkein tärkeimpiä tekijöitä oppilaan itsetunnon kehittymisessä.              
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       Marjatta Näätänen 
 

        MATEMATIIKKADIPLOMIT 
 
 

Matematiikkalehti Solmu ja Varga-Nemenyi -opetustyyli 
 
Matematiikkalehti Solmu http://solmu.math.helsinki.fi toimi julkaisu- ja 
jakelukanavana alusta alkaen, kun Varga—Neményi -menetelmää alettiin tuoda 
Suomeen ja päästiin kokeilemaan n. vuonna 2000.  Solmuun kerättiin tiedostoja 
unkarilaisten opettajien Suomessa pitämistä kursseista, käännettiin suomeksi 
unkarilaisia tehtäviä ja kirjoituksia unkarilaisten ideoista koskien matematiikan 
opettamista, erityisesti Varga-Neményi –menetelmästä alkuopetuksessa. 

Tunnusomaista menetelmälle ovat kaikkien aistien ja hienomotoriikan 
harjoittaminen, fyysinen aktiivisuus, ikäkauden mahdollisuuksien huomiointi, 
runsas ja harkittu apuvälineiden käyttö. Matematiikan käsitteitä pohjustetaan 
hankkimalla niihin liittyviä kokemuksia ja etenemällä konkreettisesta, omasta 
kokemuksesta lähtien yhä abstraktimmalle tasolle. Perustana on usko siihen, 
että lapsella on oma rajaton valmius ja halu oppia ja tätä omaa keksimistä 
tuetaan. 

Unkarilaisessa tyylissä korostetaan myös asiasta puhumista, opettajan 
johdattelemaa keskustelua.  Toimintavälineiden käyttö päätyy asian 
esittämiseen ‖matematiikan kielellä‖. Välineiden suunnitelmallisen käytön 
avulla lapsi etenee matematiikan oppimisessa kuin valmista polkua kulkien. 
Hän voi myös palata aikaisempiin välineisiin, jos lisäharjoittelua tarvitaan. 
Matematiikan tehtäviä tekemällä saa hyvää harjoitusta, paitsi matematiikassa, 
myös loogisessa ajattelussa ja monenlaisessa kehittävässä puuhailussa. Aivoja 
voi harjoittaa samoin kuin lihaksia. Erityisesti kasvuiässä tämä on tärkeää. Ellei 
harjoittele, ei edistykään. Nämä käsitykset vahvistaa aivotutkimus. 
 
 
Aivotutkimuksen tuloksien käyttöä matematiikan alkuopetuksessa 
 
Aasiassa on maita, joissa uskotaan, etteivät lapsen aivot kehity kunnolla, ellei 
sormilla harjoiteta hienomotoriikkaa esimerkiksi leikkimällä runsaasti erilaisia 
sormileikkejä. Moderni aivotutkimus vahvistaa nämä vanhat uskomukset; 
aivotutkimuksessa on todettu, että käsillä ja erityisesti joka sormella on aivoissa 
oma alueensa. Tarttumaote taas mahdollisti aikanaan työkalujen käytön, jolle 
ihmisen ylivalta lajina suureksi osaksi perustuu. 

Aivotutkimuksen tuloksia käytetään matematiikkadiplomitoiminnan 
valinnoissa. Internet on erinomainen jakeluväline, mutta on tietoinen valinta, 
että matematiikkadiplomitehtävissä sitä käytetään vain jakeluun.  
Diplomitehtävät tulostetaan ja tehdään tehtäväpaperille, eikä konetyöskentelyä 
käytetä. Perustelu käsillä eikä koneella työskentelyyn on siis aivotutkimuksen 
vahvistama ja jo vuosituhansia eri puolilla maailmaa käytetty tieto aivojen 
kehittymisen ja hienomotoriikan yhteydestä. Yleisesti pätee, että käyttämättä 



74 

 

 
 

 

  

jäävät aivojen alueet pienenevät ja harjoitetut kehittyvät. Esimerkiksi sokeilla 
kuuloaisti ottaa käyttöön toimettomaksi jääneitä näköalueita  (Kujala, Alho & 
Näätänen 2000). Muusikoilla kehittyvät erityisesti oman soittimen käyttöön 
tarvittavat hienomotoriikan aivoalueet ja tuotetun musiikin prosessointiin 
tarvittavat kuuloalueet (Elbert ym. 1995). 

Lapsuudessa aivot muokkautuvat huomattavan nopeasti, joten on 
erityisen tärkeää harjoittaa lapsuusaikana mahdollisimman monipuolista 
toimintaa. Pohja koko elämää varten luodaan silloin. Aivot muuttuvat omien 
toimintojen ja elintapojen mukaan, mutta vanhempanakaan ei ole liian 
myöhäistä. Esimerkiksi vanhenemisen mukana supistuneita aivoalueita on 
saatu korjaantumaan liikuntaa lisäämällä. 

Mahdollisimman monipuolinen toiminta ylläpitää aivoja. Tämä koskee 
sekä fyysistä että henkistä puolta. Sanonta ‖use it or lose it‖ pitäisi ottaa 
käyttöön Suomessakin. Aivojen tarvitsemaa harjoitusta  ei saada, jos lapset 
siirtyvät suoraan tietokoneen ääreen käymättä ensin läpi perinteistä 
hienomotoriikkavaihetta. Ihmisen aivojen kehittyminen vaatii edelleen 
hienomotoriikan laajamittaista käyttöä varhaislapsuudesta alkaen. Jo 
nykynuorten käsialoja katsomalla näkee, että on vähennetty liikaa luontaista 
hienomotoriikan luontaista käyttöä ja harjoitusta siirtymällä liian varhain 
koneen käyttöön. 
 
 
Matematiikkadiplomien taustaa 
 
Kirjan ja Ruusun päivänä vuonna 2007 jaettiin Jyväskylän normaalikoulussa 
alakoululaisille lukudiplomeita. Lukudiplomi on oppilaiden lukemis-
harrastusta kannustava tunnustus, joka on ollut tarjolla jo vuosia. 
Unkarilaiskokeilussa alusta alkaen mukana ollut  KT Pirjo Tikkanen sai silloin 
idean matematiikkadiplomista. Hän alkoi miettiä, voitaisiinko tarjota vastaavaa 
myös matematiikassa. Hän kysyi minulta, voisiko Solmu toimia 
jakelukanavana. Aikani mietittyäni lupasin yrittää. Solmun etusivulta  
http://solmu.math.helsinki.fi löytyy nyt reitti matematiikkadiplomisivulle, 
siellä on ohjeet ja ensimmäiset viisi diplomia tehtävineen. 

Lapset kysyvät usein kotona: ‖Mitä nyt tekisin?‖ Matematiikkadiplomin 
tehtävät tyydyttävät lasten toiminnan tarvetta. Diplomi myös monipuolistaa 
lasten harrastuksia. Matematiikan talon rakentamisessa on alkuperustus erittäin 
tärkeää. Ensi vuosina syntyvät perustiedot ja asenteet. Myönteiset kokemukset 
kannustavat jatkamaan. Suomalaisten oppilaiden kansainvälisissä 
oppimistulosvertailuissa tulevat säännöllisesti esille suomalaisille ominaiset 
jakaumat, joista huiput puuttuvat. Tuskin suomalaiset kuitenkaan eroavat 
muista matematiikan oppimiskykyjensä suhteen. Kenties selitys onkin, ettei 
oppilaille tarjota kylliksi haasteita ja erityyppisiä tehtäviä sekä painoteta 
keskittynyttä itsenäistä työskentelyä ja  joustavaa, mutta perusteltua loogista 
ajattelua.  



75 

 

 
 

 

  

Oppilaille diplomin saaminen on tärkeää. He ovat innostuneita ja ylpeitä 
diplomistaan. Sitä voidaan säilyttää muistojen laatikossa, jossa on merkittäviä 
tapahtumia lapsen elämästä tai kehystää seinälle. 
 
 
Matematiikkadiplomin tehtävät  
 
Tehtävät syventävät Perusopetuksen opetussuunnitelman 2004 matematiikan 
sisältöalueita. Diplomit eivät kuitenkaan ole tiukasti sidottuja vuosiluokkiin, 
vaikka diplomien numerointi kertoo etenemisestä suunnilleen vuosiluokkien 
mukaisesti. 

Lukudiplomin tavoin myös matematiikkadiplomi antaa mahdollisuuden 
hauskalle ja hyödylliselle harrastukselle, tarjoaa haasteita ja hauskaa ja 
monipuolista toimintaa lapsille. Diplomitehtäviä voi tehdä yksin, kaverien 
kanssa, perheen yhteisenä harrastuksena tai oppitunnilla. Diplomitehtävät 
sopivat myös kerhotoimintaan, matematiikkakummi-toimintaan ja yksityiseen 
kertaukseen. Diplomitoiminta ei ole oppilaiden välistä kilpailua, vaan oppilaille 
tarjotaan hauskoja ja haastavia tehtäviä jo ensi luokasta alkaen. Niillä oppilas 
voi ottaa mittaa itsestään. Tehtäviä ratkaistaessa on toivottavaa keskustella 
toisten kanssa, jotta myös matematiikan kielen käyttö kehittyy ja itse kukin 
joutuu pukemaan sanoiksi ajattelunsa. Oppilas voi kysyä neuvoa ja tehdä 
yhteistyötä. 

Tärkeintä on, että innostus herää ja oppilaat huomaavat oppivansa 
matematiikkaa. Diplomi palkitsee harrastuksen ja antaa ponnistelun jälkeisen 
tuloksen ilon. Jotkut tehtävät ovat helppoja, jotta kaikki pääsevät mukaan, toiset 
taas haastavat vaativampaan pohdintaan. Ajatteluahan on kehitettävä kuten 
kaikkia muitakin taitoja ja toimintoja. Esimerkiksi ensimmäiselle luokalle on 
tehtäviä luvuista ja laskutoimituksista, algebran alkeista, geometriasta ja 
mittaamisesta, tietojen käsittelystä ja tilastoista, eri vaihtoehtojen etsimisestä 
sekä ongelmanratkaisusta. 

Tehtäviä ratkaistaan tulosteelle kirjoittaen, piirtäen ja askarrellen, jotta 
erittäin tärkeä ja nykyisin liian vähälle harjoitukselle jäävä hienomotoriikka 
kehittyy. Tehtävät ohjaavat koululaisia käyttämään myös toimintavälineitä 
ongelmien ratkaisemiseksi. Esimerkiksi piirrettyä kynää mitataan pienillä ja 
isoilla paperiliittimillä. Niiden tarkoituksena on tarjota oivallus mittayksikön 
merkityksestä mittaustulokseen. Kuvioiden pinta-alan mittaamiseksi leikataan 
pikkuneliöitä, joilla kuvio peitetään kertaalleen. Näin oppilas saa konkreettisia 
kokemuksia ajattelunsa perustaksi. 

Tehtävillä tarjotaan lapsille kokemuksia matematiikan käsitteistä, jotka 
tarkentuvat myöhemmin noustaessa portaita konkreettisesta abstraktiin. 
Matematiikan oman rakenteen käyttö pohjana on tärkeää. Esimerkiksi lukujen 
jaollisuutta pohjustetaan alusta alkaen, murtolukuja havainnollistetaan 
piirroksin paljon ennen itse murtoluvuilla laskemisen aloittamista, symmetriaa 
hyödynnetään. Arviointia ja tulosten tarkistamista tehdään itse systemaattisesti, 
jotta suuruusluokat tulevat tutuiksi; tämä on tarpeellista, sillä viime aikoina on 
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ylioppilaskirjoituksissakin annettu täysin mielettömiä vastauksia 
suuruusluokkatehtäviin.  
 
 
Diplomin käyttö koulussa ja kotona  
 
Tehtävät ja diplomit ovat tulostettavissa matematiikkalehti Solmun sivulta. 
Lukuvuoden alussa opettaja voi käynnistää diplomitoiminnan. Alussa tehtäviin 
tutustutaan tunnilla tai parilla koulussa. Kun oppilaat ovat ymmärtäneet 
toiminnan idean, tehtävät voidaan antaa vapaa-ajan harrastukseksi. Jos opettaja 
on mukana toiminnassa, tehtävät tuodaan kouluun diplomin saamiseksi 
lukuvuoden lopulla. 

Matematiikkadiplomia voidaan käyttää monella tavalla. Vaikka opettaja ei 
heti ryhtyikään diplomitoimintaan, hän voi kertoa siitä niille, jotka haluavat 
harrastaa tehtävien ratkaisua itsenäisesti, kotona tai kavereiden kanssa.  On 
toivottavaa, että vanhemmat osallistuvat lastensa matematiikka-harrastukseen 
ainakin tukemalla sitä. Opettaja voi esitellä diplomitoimintaa 
vanhempainillassa. Vanhemmat voivat omatoimisestikin tulostaa tehtävät ja 
toimintaa voidaan harrastaa kotona perheen kesken. Diplomitehtäviä voidaan 
käyttää kerhoissa, matematiikkakummin kanssa, kertaamiseen ja kavereiden 
kanssa yhdessä tehtävien ratkomiseen.  
 
 
Myönteiset kokemukset  
 
Tehtäviä on käytetty eri puolilla maata kouluissa. Opettaja voi itse päättää, 
missä suhteessa hän haluaa palkita oppilaiden yritystä ja suoritusta. 
Innostuksen ylläpitäminen on tärkeää ja taito saattaa kehittyä myöhemminkin. 
Virheet on kuitenkin selvitettävä lapsille ja johdatettava oikeaan ratkaisuun.  
Karkeana arviona on, että noin puolet oppilaista tekee  tehtävät. Oppilaita ovat 
innostaneet erityisesti haasteelliset päättelytehtävät. Heistä tehtävien 
suorittaminen on mukavaa ja innostavaa, vanhemmatkin saavat hieman 
pohdittavaa, sillä tehtävät eivät suinkaan ole pelkkiä laskutehtäviä. Oppilaille 
tarjotaan haasteita ja erityyppisiä tehtäviä sekä painotetaan keskittynyttä, 
pitkäjänteisemmäksi iän mukana kehittyvää itsenäistä työskentelyä ja ajattelua.  
 
 
Opettajien kertomuksia matematiikkadiplomien käytöstä koulussa 
 
Opettajat ovat kertoneet, että intoa tehtävien tekoon on ollut ja niitä on tehty 
kotona yksin, perheen tai ystävien kanssa. Diplomitehtävät annettiin usein 
oppilaille arviointikeskustelujen yhteydessä, kun opettajat tapasivat oppilaita ja 
heidän huoltajiaan. Näin ohjeistettiin sekä oppilaita että huoltajia 
henkilökohtaisesti tehtävien tekoon. Lisäksi matematiikan oppitunneilla on 
annettu lisäohjeita ja aina on voinut tulla kysymään apua, jos on ollut tarvetta. 
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Usein oppilaat tekivät tehtäväsarjan kotona, palauttivat sen opettajalle ja 
saivat seuraavan tehtäväsarjan mukaansa. Useat oppilaat aloittivat diplomin 
teon, mutta kaikki diplomitehtävät  sai tehtyä noin puolet luokan oppilaista. 
Sekä oppilaat että vanhemmat tekivät innoissaan tehtäviä.  Mukavaa puuhaa se 
kai oli kaikille. Diplomin ulkonäkö oli mieluinen ja tärkeä oppilaille. 

Kiitosta on tullut tehtävien monipuolisuudesta ja siitä, että ne ovat 
haastavia ja erilaisia kuin oppikirjoissa. Jos koko luokka teki diplomin, jaettiin   
kevätjuhlan jälkeen todistusten jakamisen yhteydessä hienot paksummalle 
paperille tulostetut diplomit. 

Jotkut opettajat  painottivat matematiikasta innostumista, varsinkin 
ensimmäisellä luokalla. Aikapula oli suurin ongelma. Kaikilla ei ollut 
mahdollista järjestää kerhoa tai muuta ylimääräistä tukea. Tunnilla käytiin 
lyhyesti läpi, mitä pitäisi tehdä ja seuraavalla tunnilla tehtävät palautettiin. 
Yhteiseen palautekeskusteluun ei aina ollut riittävästi aikaa.  
 
 
Matematiikkakummin kokemuksia diplomitehtävien ratkaisusta 
 
Matematiikkakummina toimineen tuttavapiirissä oli 8-vuotias  poika, jonka 
koulunkäynti sujuu hyvin. Kummi aloitti pojan kanssa ensimmäisen diplomin 
tehtävistä. Ne olivat erilaisia kuin oppikirjan tehtävät ja pojan innostus ja 
mielenkiinto tehtävien suorittamiseen ylitti kaikki odotukset. Ajan kulu 
unohtui, kun  he istuivat tehtävien ääressä, kummi  "valvojana". 

Tehtävät oli niin  suunniteltu, että lapsi voi itse todeta ratkaisun menneen 
oikein. Poika kiinnitti huomiota siihen, että tehtävät vaikeutuivat sopivasti ja 
että aihepiirejä oli monta, niin että mielenkiinto säilyi. Tehtävien joukossa oli 
myös sellaisia, joihin liittyi mittaamista tai tilastollisia koesarjoja. Nämä 
tuntuivat erityisen kiinnostavilta ja hauskoilta. Noppaa heitettiin 600 kertaa ja 
lanttia noin 100 kertaa, ja innostus oli suuri. Yhteinen tehtäviin paneutuminen 
oli niin mieluisaa, että kumpikin odotti seuraavaa istuntoa, jolloin poika teki 
reippaasti kaikki tehtävät loppuun. 

Kummi tulosti Solmu-lehden kotisivuilta  diplomin valokuvapaperille, 
kehysti ja antoi sen sopivassa juhlatilaisuudessa pojalle seinälle ripustettavaksi. 

Kummi ja poika aikovat  paneutua 2. luokan tehtäviin heti ensi tilassa. 
Kummille on suuri ilo saada seurata lasta, joka kokee oivaltavansa uusia asioita 
ja saa tyydytystä osaamisestaan ja onnistumisestaan ja täten oppii tärkeitä 
asioita koulua ja elämää varten. 
 
 
Diplomitoiminnan jatko  
 
Opettajien ehdotukset tehtäviksi, muut kommentit ja kokemukset diplomien 
käytöstä ovat tervetulleita osoitteella marjatta.naatanen(at)helsinki.fi. 

Jos opettaja haluaa diplomitehtävien vastaukset käyttöönsä, voi hän 
pyytää niitä koulunsa sähköpostiin. Julkiseen jakeluun vastauksia ei sijoiteta. 
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Johdattelua suomalaisille oudoimpien tehtävätyyppeihin on yleisissä ohjeissa 
Solmun Diplomisivuilla.  
 
 

Kiitokset  
 

Diplomitehtävissä on vaikutteita monelta taholta. Toiminnassa on mukana 
matematiikan opetuksesta kiinnostuneita opettajia. Ideoita ja muuta työpanosta 
ovat antaneet Eszter Neményi, Heli Hakulinen, Markku Halmetoja, Marja 
Huovila, Alli Huovinen, Anni Lampinen, Liisa Näveri, Anna-Maija Risku, 
Maryte Strickiene, Pirjo Tikkanen ja Tauno Tukkinen. Lukuisten yksityiskohtien 
hiomista vaativan teknisen työn ovat suorittaneet Lotta Oinonen ja Juha 
Ruokolainen, diplomit on suunnitellut Marjaana Beddard ja taloudellisen tuen 
on antanut Jenny ja Antti Wihurin säätiö. 
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              Pirjo Tikkanen 
 

SUOMALAISTEN ALAKOULULAISTEN USKOMUKSIA 
MATEMATIIKASTA 

 
 
Uskomukset matematiikan opetuksen peilinä 
 
Kaikilla koulua käyneillä on hyvin yksityiskohtaisia uskomuksia 
matematiikasta oppiaineena. Yksityiskohtaiset uskomukset matematiikasta 
muodostavat mielikuvan, joka on erittäin yleinen. Olen koonnut yleisiä 
uskomuksia matematiikasta, sen oppimisesta ja opetuksesta kansallisesta ja 
kansainvälisestä kirjallisuudesta (Tikkanen 2008): 
 

 Matematiikka on laskemista. Tämän uskomuksen mukaan matematiikka on 
numeroita, lukuja ja peruslaskutoimituksia. 

 

 Matematiikka on faktojen, sääntöjen, menetelmien ja kaavojen kokoelma. 
Tällöin oppilaat suuntautuvat matematiikkaan mekaanisesti etsimällä 
tehtävistä avainsanoja ja -lukuja. He luottavat enemmän muistamiseen kuin 
ymmärtämiseen tehtäviä ratkaistessaan. 

 

 Matematiikan tekemisen tavoitteena on saada oikeita vastauksia. 
Oppilaiden näkemys matematiikasta on jäykkä ja kapea-alainen: vastaukset 
voivat olla joko täysin oikein tai täysin väärin. Vain oikeiden menetelmien 
käyttö antaa oikeita vastauksia. Tässä tilanteessa ei arvosteta matematiikan 
prosessia, vaan sen lopputulosta. 

 

 Oppilaan rooli matematiikassa on vastaanottaa tietoa ja harjoitella sitä, mitä 
on opetettu. Oppilaat kokevat, että heidän on näytettävä asioiden täydellistä 
hallintaa. Tällöin he pelaavat akateemista matematiikkapeliä. Menestymisen 
tarkoituksena on vakuuttaa opettajalle, että tarkoituksenmukaiset 
symboliset merkinnät on tehty. Uskomus ilmenee käytännön 
opetustilanteissa siten, että oppilaat kysyvät, tuleeko tämä kokeeseen. 

 

 Kaikki matematiikka on tunnettua. Tämän uskomuksen mukaan 
matematiikka on kuin latinan kielioppi - kuollut aine, jota täytyy harjoitella 
uudelleen ja uudelleen, kunnes se osataan. 

 

 Jonkun täytyy kertoa, mitä matematiikassa on tehtävä. Tämä uskomus 
korostaa opettaja-auktoriteetin keskeistä asemaa. 

 
Tällaiset uskomukset lienevät syntyneet matematiikan opetuksessa. Ne 
haastavat matematiikan opetuksen, jossa matematiikan sisältöjen ja 
opetusmenetelmien valinnalla voidaan rikastaa oppilaiden uskomuksia 
matematiikasta, sen opetuksesta ja oppimisesta. 
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Matematiikkaan, sen oppimiseen ja opetukseen liittyviä opettajien, 
opiskelijoiden ja oppilaiden uskomuksia on tutkittu runsaasti 1980-luvun 
puolivälin jälkeen. Perusopetuksen yläkoululaisten ja opettajien uskomuksia on 
tutkittu runsaammin kuin alakoululaisten uskomuksia. Alakoululaisten 
matematiikkaan liittyvien uskomusten tutkimuksen vähäisyyteen lienee syynä 
kehityspsykologiset tekijät mm. lasten luku- ja kirjoitustaito, joita suljetut tai 
puoliavoimet kyselytutkimukset edellyttävät. Alakoululaisten uskomuksia 
voidaan tutkia esimerkiksi piirrosten avulla, jolloin luku- ja kirjoitustaito ei ole 
esteenä. 
 
 
Uskomus-määritelmien kirjoa 
 
Uskomuksia on määritelty monin tavoin. Runsaasta alan kirjallisuudesta 
huolimatta uskomus-käsitteen määrittely on vakiintumaton, eikä sellaista 
kenties ole mahdollista löytääkään (Furinghetti & Pehkonen 2002, 48-55), mikä 
oli havaittavissa matematiikkauskomustutkijoiden virtuaalipaneelissa. 

Kaikesta siitä, mitä ihminen on havainnut, kokenut tai lukenut, hän 
muodostaa uskomuksia. Ne ovat subjektiivista tietoa, jota yksilöllä on 
uskomuksen kohteen jostakin tai joistakin ominaisuuksista. Uskomusten 
voimakkuus vaihtelee sen mukaan, miten varma yksilö on kohteen 
ominaisuuksista. Uskomus voi olla myös yksilölle muodostuneen käsityksen 
uskottavuuden arviointia: hyväksyykö vai kieltääkö hän arviointinsa vai 
epäileekö hän sitä. 

Perusopetuksen oppilaiden matematiikkaan liittyvät uskomukset voivat 
olla väärinkäsityksiä tai vähäisistä kokemuksista johtuvia naiiveja käsityksiä, 
joita eivät jaa matematiikasta enemmän tietävät. Oppilaiden uskomukset voivat 
olla realistisia päätelmiä, jotka perustuvat havaintoihin luokkahuone-
ympäristöistä. (Tikkanen 2008). 

Ihmisen käyttäytymistä voidaan ennakoida uskomusten avulla paremmin 
kuin hänen aktuaalisten tietojensa ja taitojensa avulla (Pajares & Schunk 2002). 
Opettajat tarvitsevat tietoa oppilaiden uskomuksista, sillä ne vaikuttavat 
oppilaiden käyttäytymiseen luokassa. Jos oppilaiden uskomukset ovat pysyviä 
ja negatiivisia, heistä tulee passiivisia oppijoita, jotka pitävät ensisijaisesti 
muistamista turvallisempana menettelytapana kuin ymmärtämistä. Oppilas 
pyrkii ’olemaan turvassa’, kun hän tuntee, että hänen odotetaan olevan 
passiivinen. Jotkut oppilaat haluavat olla turvassa, koska heille on vihjailtu 
tyhmyydestä tai he ovat kokeneet olevansa tyhmiä luokassa. 

Tässä artikkelissa tarkoitetaan oppilaiden matematiikkaan liittyvillä 
uskomuksilla implisiittisiä tai eksplisiittisiä subjektiivisia käsityksiä, joita he 
pitävät totena. Eksplisiittiset käsitykset ovat tietoisia, implisiittiset käsitykset 
esitietoisia uskomuksia, joita lasten on vaikea pukea sanoiksi, mutta joita 
voidaan tavoittaa piirtäen.  
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Lasten uskomusjärjestelmän kehityksestä 
 
Pienet lapset uskovat todeksi sen, minkä he havaitsevat. Heidän uskomuksiaan 
voidaan luonnehtia konkreettiseksi, yhden kategorian järjestelmäksi, jolloin he 
olettavat, että tieto on sekä ehdotonta että konkreettista, joten uskomuksia ei ole 
tarpeen perustella, vaan heidän tarvitsee vain havainnoida tietääkseen, mitä on 
olemassa (Kitchener & King 1995, 183). Lasten konkreettisen yhden kategorian 
uskomusjärjestelmän kehittymisen näkökulmasta on suotuisaa, että 
matematiikan opetuksessa opittavia asioita konkretisoidaan monipuolisesti eri 
aistein havaittaviksi, jotta lapsille muodostuisi monipuolisia uskomuksia 
matematiikasta. Pienet lapset eivät tunnusta sellaisten ongelmien olemassaoloa, 
joihin ei ole ehdottoman tosia vastauksia. Heidän on vaikea hyväksyä 
matematiikassa ongelmia, joissa on useita ratkaisuja tai niitä ei ole 
ratkaistavissa ollenkaan. 

Murrosiän varhaisvaiheessa oppilaat alkavat uskoa dualistisen 
uskomusjärjestelmän mukaisesti, että toisilla ihmisillä on oikeita ja toisilla 
vääriä uskomuksia, koska tieto ei ole kaikkien ulottuvilla (Kitchener & King 
1995, 183), vaan se on auktoriteetin, esimerkiksi opettajan, hallussa. Tällöin 
tietämisen muuttuessa monimutkaisemmaksi lapset katsovat, että vaikka 
totuus on saavutettavissa, se ei välttämättä ole suoraan ja välittömästi jokaisen 
tiedossa. Koska totuus kuitenkin on perimmältään tiedettävissä, lapset pitävät 
kaikkia ongelmia ratkaistavina. Tämän johdosta he olettavat, että oppijan 
tehtävänä on löytää vastaus, ja että tämän vastauksen lähteenä voi olla opettaja-
auktoriteetin lisäksi esimerkiksi matematiikan oppikirja. Murrosikää lähestyvä 
oppilas saattaa ihmetellä, miksi matematiikan ongelmanratkaisutehtäviä 
tulkitaan eri tavoin ja miksi opettaja ei teetä sellaisia matematiikan tehtäviä, 
joissa toistetaan opetettuja tosiasioita eli totuuksia kuten 15+7=22, jolloin 
tiedetään varmasti, onko tehtävä oikein vai väärin opettajan tarkistuksen 
perusteella. 
 
 
Kuinka alakoululaisten uskomuksia matematiikasta tutkittiin? 
 
Haneyn, Russellin ja Bebellin (2004) mukaan lasten piirroksia käytetään 
runsaasti psykologiassa, mutta kasvatustieteellisissä tutkimuksissa vähemmän 
kuin kyselyitä ja haastatteluita. He kannustavat käyttämään lasten ilmaisussa 
visuaalisia menetelmiä, jotka ovat oppilaslähtöisempiä kuin tutkijan 
suunnittelemat aineistonhankintamenetelmät. 

Suomalaisten alakoululaisten, 9–10-vuotiaiden kolmas– ja 
neljäsluokkalaisten matematiikkaan liittyviä uskomuksia selvitettiin vapailla 
piirroksilla, joiden tuottamista ohjattiin lyhyellä instruktiolla: Piirrä meidän 
luokka matematiikan oppitunnilla. On toivottavaa käyttää puhe- ja ajatuskuplia. 
Lyhyet piirrosohjeet ovat toimivia oppilastutkimuksissa (Tikkanen 2008). 

Mahdollisuus käyttää tekstiä piirroksessa puhe- ja ajatuskuplissa rikastaa 
ja syventää oppilaiden kuvausta matematiikan oppitunnin vuorovaikutuksesta 
ja ajattelusta. Tekstit myös helpottavat piirrosten analysointia  ja tulkintaa. 
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Piirrosaineistolla tutkimuksessa on sekä etuja että haittoja. Koska 
piirrokset eivät vaadi kielellisiä valmiuksia, niitä voidaan käyttää varhaisessa 
iässä lapsilähtöisemmin kuin kirjallisia aineiston hankintamenetelmiä. 
Koululaisille, joilla on kielellisiä ilmaisuvaikeuksia, piirtäminen voi olla 
vaihtoehto järjestää ja hallita ajatuksiaan ja tuntemuksiaan, jotka saattavat olla 
ristiriitaisia, hämmentäviä ja vaikeita sanoiksi puettaviksi. Piirrokset voivat olla 
väline vähentää maahanmuuttajaoppilaiden kieliesteitä.  Jotkut lapset kokevat 
haastattelun kysymyksineen ahdistavina, piirtäminen voi olla heille 
luontevampi ilmaisutapa. Piirrosten avulla mahdollista löytää mielenkiintoisia 
yhteyksiä lasten kuvausten ja sosiaalisten tapahtumien välillä. Vaikka piirrokset 
ovat helpommin hallittavissa kuin kirjalliset aineiston hankintamenetelmät, 
niiden tulkinta voi olla hankalaa. Piirrokset ovat kätevämpiä uskomusten 
tunnistamisessa kuin niiden mittaamisessa. 

Matematiikan pedagogiikan täydennyskoulutukseen osallistuvat aineen-, 
erityis- ja luokanopettajat eri puolilta Suomea kokosivat piirrosaineiston 
matematiikan oppitunnista joko omasta tai vapaaehtoisesti osallistuvan 
kollegansa opetusryhmästä. Alakoululaisten piirroksia matematiikan 
oppitunneista on Koillismaalta Hämeeseen ja Länsirannikolta Itä-Suomeen. 
Oppilaiden piirroksia on pienistä kyläkouluista, taajama- ja kaupunkikouluista. 
Piirrostutkimukseen osallistuneiden opetusryhmien koot vaihtelivat 12 
oppilaasta 27 oppilaaseen. Opetusryhmät ovat sekä erillis- että yhdysluokkia 
(ks. taulukkoa). Tutkimusaineisto koostuu 131 perusopetuksen kolmas– ja 
neljäsluokkalaisen piirroksesta. 
 
Taulukko. Piirrosaineisto luokkamuodoittain 
     

Erilliset kolmannet 
luokat 

Yhdysluokat 3—4 Erilliset neljännet luokat 

 
Neljä luokkaa 
neljästä eri koulusta 
 
Yhteensä 63 piirrosta 

 
Kaksi yhdysluokkaa 
kahdesta eri koulusta 
 
Yhteensä 24 piirrosta 

 
Kaksi luokkaa 
kahdesta eri koulusta 
 
Yhteensä 44 piirrosta 
 

 
 
Täydennyskoulutukseen osallistuvat opettajat analysoivat tutkimusryhmänsä 
piirrokset itsenäisesti. Myös tutkija analysoi kaikki piirrokset. Verrattaessa 
opettajien ja tutkijan tulkintoja matematiikan sisällöistä, oppilaiden puhe- ja 
ajatuskuplien viesteistä matematiikan mieluisuudesta, helppoudesta tai 
kiinnostavuudesta niiden yksimielisyys on arvioitavissa korkeaksi. Näin 
piirrosaineiston tulkintaa voidaan pitää luotettavana. 
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Mitä matematiikka sisältää? 
 
Matematiikan oppitunteja kuvaavista 131 piirroksesta löytyy matematiikan 
sisältöjä 82  piirroksesta. Kolmas– ja neljäsluokkalaiset kuvaavat matematiikan 
sisältöjä piirroksissaan liitutaululla, oppikirjoissa, vihkoissa, puhe- ja 
ajatuskuplissa. 

Kuvatuimmat matematiikan sisällöt ovat positiivisten kokonaislukujen 
peruslaskutoimituksista yhteen– ja kertolaskulausekkeet. Yhteenlasku-
lausekkeet ovat useimmin kahden yhteenlaskettavan summia lukualueelta 0—
100, suurin kuvattu yhteenlasku lukualueelta 0—90 000. Kertolaskulausekkeet 
ovat useimmin kahden tekijän tuloja 1—10 kertotauluista. Näiden lisäksi 
esiintyy joitakin suurempien lukujen kertaistuksia. Vähennyslasku- ja 
jakolaskulausekkeita kuvataan harvemmin kuin yhteen– ja kertolaskuja. 
Vähennyslaskulausekkeita kuvataan vain viidessä piirroksessa, 
jakolaskulausekkeita ja peruslaskutoimitusten yhdistelmiä yhdeksässä 
piirroksessa. 

Peruslaskutoimitusten algoritmit (allekkain laskut, jakokulma) ovat esillä 
viidessä piirroksessa. Vain kahdesta piirroksesta löytyy murto- ja 
desimaalilukuja. Sanallisia matematiikan tehtäviä eivät kolmas– ja 
neljäsluokkalaiset kuvaa piirroksissaan. Geometriaa on havaittavissa kahdessa 
piirroksessa, toisessa kaksiulotteinen kuvio kolmiosta abc ja toisessa peilaus 
koordinaatistossa. Mittayksiköt ovat harvinaisia lasten piirroksissa, vain 
yhdessä piirroksessa on yhteenlasku euroilla. 

Suomen perusopetuksen matematiikan opetussuunnitelman perusteiden 
2004 sisältöalueista kuvatuin sisältöalue tässä aineistossa on ’Luvut ja 
laskutoimitukset’, vähän geometriaa ja mittaamista. Muita matematiikan 
sisältöalueita, algebraa, tietojen käsittelyä ja tilastoja ei kolmas– ja 
neljäsluokkalaisten piirroksissa ole. Näin on pääteltävissä, että suomalaiset 
kolmas– ja neljäsluokkalaiset uskovat matematiikan olevan pääasiassa 
laskemista. 
 
 
Kiinnostaako laskeminen? 
 
Matematiikan oppitunneilla perusopetuksen kolmas– ja neljäsluokkalaiset 
ajattelevat ja ovat keskinäisessä vuorovaikutuksessa, mitä todistavat heidän 
piirrostensa puhe- ja ajatuskuplat, joita löytyy 131 piirroksesta lähes 800 
kappaletta. Niiden pääsisältö on laskemista matematiikan oppitunnilla. 

Laskemisen kiinnostavuudesta viestivät 74 puhe- ja ajatuskuplaa, joista 50 
kertoo, ettei laskeminen kiinnosta. Silloin tylsistyttää ja nukuttaa. Tylsistynyt 
kolmas– ja neljäsluokkalainen huokailee, että taas on matematiikkaa ja näitä 
samoja laskuja. Laskemiseen pitkästynyt 9–10-vuotias miettii tulevia iltapäivän 
harrastuksia, odottaa välituntia tai koulupäivän päättymistä. On piristävää 
supatella laskemisen lomassa vieruskaverin kanssa, mistä torutaan tai 
rangaistaan seisottamalla (ks. piirrosta). Tuolilla keikkuminen tarjoaa 
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liikunnallista ajanvietettä. Joku koululaisista yrittää keksiä keinoja paeta 
tylsistyttävästä laskutilanteesta toilettiin. 
 
 
Piirros. Matematiikan tunnilla 
 
 
Vain 24 puhe- ja ajatuskuplaa viestii, että laskeminen kiinnostaa muutamia. 
Kun oppilaat ovat kiinnostuneita ja innoissaan, surraavat hammasrattaat 
aivoissa. Pelle Pelottoman oivalluksen lamput syttyvät ahaa–keksinnöistä. 
Luokkahuoneessa kajahtavat yes–huudahdukset. 
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Onko laskeminen helppoa vai vaikeaa? 
 
Matematiikan oppituntipiirrosten 80 puhe- ja ajatuskuplaa välittävät oppilaiden 
uskomuksia laskemisen helppoudesta ja vaikeudesta. Kolmas– ja 
neljäsluokkalaisten suhde laskemiseen on kaksijakoinen: toisista se on helppoa, 
toisista vaikeaa. Helpot laskutehtävät saavat tekijänsä hymyilemään ja 
nauramaan, koska hän on saanut annetun lasku-urakan nopeasti valmiiksi. Kun 
nopea laskija on täyttänyt määrällisen tavoitteen peruslaskujen harjoittelusta, 
hän saa lisätehtäviä laskettavaksi. 

Vaikeat laskut vetävät kolmas– ja neljäsluokkalaisten mielen maahan. 
Hymy ja nauru kaikkoavat. Eläväinen 9–10-vuotias manailee vaikeita laskuja 
kysymysmerkkinä: ”Mitä? Häh? Hitsi, mitä toi tarkoittaa? En ymmärrä! 
Mahdotonta!” Kun on vaikeaa, pyydetään opettajalta rohkeasti apua. Monien 
piirrosten mukaan hän auttaa mielellään. Ajoittain opettaja ohjaa oppilasta 
miettimään itse ja lukemaan tehtävät uudelleen ennen, kuin auttaa. 
 
 
Oppikirja opettaa 
 
Oppikirjalla on vahva asema matematiikan opetuksessa, mistä todistavat 
kolmas– ja neljäsluokkalaisten 94 piirroksen puhekuplien ilmentämät opettajan 
ja oppilaiden väliset sekä oppilaiden keskinäiset vuoropuhelut. 
 

Opettaja: Oppilaat hiljaa! Nyt on matskan tunti. Laskekaa sivu 60, 61, 62 ja   
                           lisätehtävät. Tehkää tarkasti. Hop, hop, kirjat esiin! 

Oppilas 1: Minulla unohtui kirja. 
Oppilas 2: Minullakin unohtui kirja. 
Opettaja: Taasko? 
Oppilas 3 toiselle: Missä sä meet? 
Oppilas 4: Koko sivu tehty. 
Oppilas 5: Onko pakko tehä vihkoja? (vihkotehtäviä) 
Oppilas 6: Enää ei oo paljon jäljellä. 
Oppilas 7: Mitä sitten kun on tehnyt? 
Opettaja: Mene seuraavalle sivulle. 
Oppilas 8: Minä tein jo! 
Opettaja: Mene lisätehtäviin. 
Opettaja tarkistuttaa tehtäviä: Mikä on tehtävän 1 a vastaus? 
Oppilas 9: 638. 
Opettaja: Kotiläksyksi tulee kesken jääneet sivut. 
Oppilas 10: Kiire, kiire! En haluu paljon läksyä mulla on harkat. Kiire!  

        Kiire! 
Oppilas 11: Miksi mulle tulee aina paljon läksyä? 
Oppilas 12 riemuitsee: Tein kaikki. Jee, en saanut läksyä! 
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Oppikirjan asema on vankkumaton, vain kuudesta piirroksesta löytyi 
toimintavälineitä, kuten pelikortteja. Tietokonettakin käytetään, mutta vasta 
sitten, kun oppilas on laskenut oppikirjan laskut. 
 
 
Viheliäiset virheet 
 
Virheet, väärinlaskemisen mahdollisuus tai niistä kiinni jääminen arveluttavat 
monia kolmas– ja neljäsluokkalaisia. Oppilaat tarkistavat laskujaan itse 
tarkistuspisteissä tai jonottavat päästäkseen tarkistuttamaan laskujaan 
opettajalla. 
 

Opettaja: Katsos tota laskua. 
Oppilas 1: Voih! 
Oppilas 2: Kaikki oikein! Hups, yks meni väärin! 
Oppilaat väittelevät: Väärin. Eikun oikein! 
Oppilas 3: Nyt meni väärin. Ääh täytyy kumittaa. 
Oppilas 4: Entä jos tämä on väärin? Entä jos ne kiusaavat  
                   kun en ymmärrä tätä tai olen tehnyt eri tavalla? 
Oppilas 5: Toivottavasti tunti loppuu pian. Väsyttää. En viitti näyttää tätä  
                    opelle. Kaikki on varmaan väärin. 

 
Oppilaiden piirroksista on luettavissa, että virheet todetaan, mutta ei sitä, miten 
niitä mahdollisesti käsitellään. 
 
 
Pohdinta 
 
Tässä artikkelissa selvitettiin suomalaisen perusopetuksen 131 kolmas– ja 
neljäsluokkalaisen uskomuksia matematiikasta vapaiden piirrosten avulla. 
Piirrokset osoittautuivat rikkaaksi aineistoksi tavoittaa alakoululaisten 
uskomuksia matematiikasta, sen oppimisesta ja opetuksesta.  Tutkijan ja 
täydennyskoulutettavien opettajien välinen yksimielisyys piirrosten tulkinnasta 
on korkea. Oppilaiden piirroksissa kuvaamat matematiikan sisällöt ovat 
helposti tunnistettavia ja ovat uskottavia Perusopetuksen matematiikan 
opetussuunnitelman 2004 perusteella. Näin aineisto on arvioitavissa 
luotettavaksi ja validiksi. Niin ikään Harris, Harnett ja Brown (2009) ja 
Tikkanen (2008) ovat aiemmin arvioineet piirrokset validiksi ja luotettavaksi 
aineiston keräysmenetelmäksi verrattuaan piirroksia lasten haastatteluihin, 
kyselyihin, kirjoitelmiin ja valokuviin matematiikan oppitunneista.  

Näiden 9—10-vuotiaiden lasten kuvausten mukaan matematiikka on 
laskemista. Sen tavoitteena on saada oikeita tuloksia. Oppilaan rooli 
matematiikan oppitunneilla on harjoitella oppikirjan avulla laskemista, jonka 
tarkoituksena on vakuuttaa opettajalle, että tarkoituksenmukaiset symboliset 
merkinnät on tehty. Oppilaiden kuvaama matematiikka on kuollut aine, jota 
harjoitellaan uudelleen ja uudelleen, kunnes osataan.  
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Opettaja on auktoriteetti, jonka tehtävänä on osoittaa laskettavat 
oppikirjan sivut ja tarkistaa laskujen oikeellisuus. Nämä uskomukset 
matematiikasta ovat aiempien kansallisten ja kansainvälisten tutkimustulosten 
mukaisia (Tikkanen 2008). Vain kaksi alakoululaista kuvasi geometriaa, mikä 
on samansuuntainen kuin Hoskosen (1996) tutkimustulos 84 suomalaisen 
kahdeksasluokkalaisen matematiikkauskomuksista, joissa vain yksi oppilas 
mainitsi geometrian. 

Alakoululaisten uskomus matematiikasta laskemisena on uskottava, 
koska Suomen Perusopetuksen matematiikan opetussuunnitelman perusteissa 
(2004, 156-159) vuosiluokilla 1–5 sisältöalue ’Luvut ja laskutoimitukset’ on 
ensimmäisenä, siis tärkein. Se on myös laajin sisältöalue matematiikan 
opetussuunnitelmassa. Näillä perusteilla opettajat painottanevat tätä 
sisältöaluetta muita enemmän, mikä heijastuu oppilaiden uskomuksissa. 
Lisäksi suomalaistutkimukset 2000-luvulta (Niemi 2004, Perkkilä 2002, Pietilä 
2002) osoittavat matematiikan opetuksen useimmiten olevan opettajajohtoista 
kyselevää opetusta ja oppilaiden yksilöllistä työskentelyä oppikirjan parissa. 
Niin ikään Sumpterin (2010) piirrostutkimuksessa ruotsalaiset perusopetuksen 
toisen ja viidennen vuosiluokan oppilaat kuvasivat yksilöllistä työskentelyä 
oppikirjan ohjaamana.  

Piirrokset matematiikan oppitunneista, ’köyhän miehen videot’ ovat 
opetuksen peili, joka voi suotuisimmillaan toimia motiivina ja haasteena 
alakoululaisia innostavaan ja kiinnostavaan toiminnalliseen matematiikan 
opetukseen.  
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Tanja Kauppila ja Saara Tenkanen 
 

MATEMATIIKKA KUULUU KAIKILLE 
                      Pro gradu -tutkielma Matematiikkaa 1b -oppimateriaalista 
 
 
Osallistuimme vuoden 2009 kesän alussa Varga—Neményi –yhdistyksen 
Korpikodin kesäseminaariin Anni Lampisen kutsusta. Oli hämmästyttävää, 
miten paljon opettajia oli saapunut kesän alkajaisiksi paikalle. Esittelimme siellä 
pro gradu -työtämme, joka oli ns. tilaustyö Varga—Neményi -yhdistykseltä. 

Pro gradu -tutkielmamme oli osa Matematiikan oppimateriaalin 
tutkimuksen (MOT) hanketta. Tutkimuksen tarkoituksena oli analysoida 
Matematiikkaa 1b -oppikirjaa, opettajan opasta ja opettajan oppaan 
lisämonisteita. Oppimateriaalia tutkittiin MOT -hankkeen yhteisten 
tutkimustehtävien kautta. 

Tutkimuksessa käytettiin laadullisia ja määrällisiä tutkimusmenetelmiä, 
jotta aineiston analysointi olisi mahdollisimman kokonaisvaltaista. 
Oppimateriaalia tutkittiin sisällönanalyysin keinoin ja harjoitustehtävien 
määrällisen luokittelun avulla (luokitteluperusteet kuviossa 1). Oppimateriaalin 
luokittelu perustui MOT -hankkeen yhteisesti sovittuihin periaatteisiin. 
Luokittelu tapahtui kuvion 1 mukaisesti. Tehtävien kognitiivinen puoli 
luokiteltiin kolmelle eri tasolle: laskutaito/ymmärtäminen (LY), 
ymmärtäminen/soveltaminen (YS) tai soveltaminen/analyysi (SA). Tehtävä oli 
tyypiltään sievennys-, tuottamis-, tunnistamis-, rakentelutehtävä tai muu ja 
mittaamistehtävä. Tehtävä oli luonteeltaan joko suljettu tai avoin. 

Korpikodin tilaisuudessa nousi esiin kysymys tutkimuksen 
luotettavuudesta luokittelun suhteen. Olimme tehneet luokittelun omilla 
tahoillamme ja sitten verranneet luokittelun tuloksia. Oli selvää, että joistain 
tehtävistä olimme tulleet erilaiseen päätökseen. Tämän ratkaisimme 
perustelemalla sekä huolellisella vertaamisella luokitteluperusteisiin, miksi 
tehtävä ei kuulunut tai kuului ko. luokkaan. Olimme myös ottaneet mukaan 
esimerkkejä tehtävätyypeistä ja sitä, mihin luokkaan ne kuuluivat. Kaikista 273 
Matematiikkaa 1b- kirjan tehtävästä luokittelumme poikkesi 27 tehtävässä 
(9,8 prosenttia). Näistä pääsimme nopeasti yksimielisyyteen. 

Tutkimuksessa selvisi, että oppimateriaalissa oli melko tasaisesti kaikkien 
kognitiivisten tasojen tehtäviä. Matematiikkaa 1b -oppimateriaalin 
tehtävätyypit erosivat muista ensimmäisen luokan kirjasarjoista, kuten kuviosta 
2 käy ilmi. Ero oli huomattavissa erityisesti sievennys- ja tuottamistehtävien 
osalta. Oppimateriaalista löytyi myös kaikki matemaattisen osaamisen piirteet. 
Oppimateriaalissa korostui proseduraalinen sujuvuus, käsitteellinen 
ymmärtäminen, mukautuva päättely ja strateginen kompetenssi. Tämä 
poikkeaa muista MOT -hankkeen ensimmäisen luokan oppimateriaaleista, 
joissa korostuu proseduraalinen sujuvuus ja käsitteellinen ymmärrys. 
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Kuvio 1. Tehtävien luokittelu mukaillen MOT-hankkeen tehtäväluokittelua 
 
Kaikkia MOT -hankkeen (2005–2007) tutkimia oppimateriaaleja yhdistää 
kaavamaisuus, joka ohjaa suorittamiseen eikä uteliaaseen tutkimusseikkailuun 
(Joutsenlahti & Vainionpää 2007). Opettajat uskovat toteuttavansa 
valtakunnallista linjaa, kun he opettavat oppikirjakeskeisesti. Näin ollen 
oppikirja menee aikatauluineen oppilaan ohi. (Perkkilä 2002, 172.) Toisaalta 
oppikirjan ja –tuntien kaavamainen rakenne voi helpottaa opettajan työtä. 
Varga—Neményi –menetelmä vaatii opettajalta sitoutuneisuutta matematiikan 
oppituntien järjestämiseksi ja toteuttamiseksi. 

Oppimateriaali oli perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden 2004 
mukainen. Yksinään oppikirjan täyttäminen ei vastaa kaikkia tavoitteita ja 
sisältöjä, mutta Varga—Neményi -menetelmän noudattaminen ja opettajan 
oppaan ohjeiden hyödyntäminen oppikirjan ohella vastaavat tavoite- ja 
sisältönormeihin. Varga—Neményi -opetusmenetelmän lähtökohtana on se, 
että käsitteet opetetaan sitten vasta, kun oppilas on tarpeeksi pitkällä 
abstraktion tiellä. Muun muassa Vygotskin (1982) teorian mukaan 
matemaattiset käsitteet voivat kehittyä vasta sitten, kun sitä pohjaavat 
arkikäsitteet on omaksuttu.  Oppilaan matematiikkakuva saattaa eheytyä, jos 
käsitteet tai opittavat asiat ovat jo ennestään tuttuja (Joutsenlahti 2005). 

Ritvasalo ja Vuorinen huomasivat omassa tutkimuksessaan, että uusi luku 
käsiteltiin aina samalla tavalla, ilman vaihtelua Matikkamatkan, Laskutaidon ja 
Tuhattaiturin 1. luokan oppimateriaaleissa. Matematiikkaa 1b –oppikirjassa 
uudet luvut käsitellään vaihtelevasti. Tehtävien vaihtelevuus motivoi, mutta 
myös antaa erilaisille oppilaille mahdollisuuden saada onnistumisen elämyksiä. 
Matematiikkaa 1b -oppimateriaalissa algoritmien harjoittelu ja ongelman-
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ratkaisu kulkevat käsi kädessä. Ongelmanratkaisutehtävien sijoittaminen 
oppikirjoissa rutiinitehtävien jälkeen johtaa siihen, että ongelmanratkaisu-
tehtäviin pääsevät tutustumaan vain nopeat ja lahjakkaimmat (Leppäaho 2007, 
17). Tuloksista voi päätellä, että Matematiikkaa 1b -oppimateriaali vaikuttaa 
monipuolisemmalta kuin muut MOT -hankkeen alkuopetuksen matematiikan 
oppimateriaalit. Mielestämme oppimateriaali innostaa yritteliäisyyteen, koska 
oppilas pääsee tekemään itse erilaisilla välineillä matematiikkaa. Matematiikkaa 
1b -oppimateriaali kehittää matemaattista ajattelua monipuolisuutensa ja 
Varga—Neményi -opetusmenetelmän myötä. 
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Kuvio 2. Ritvasalon ja Vuorisen pro gradun (2007) kaikkien 1. luokan 
oppimateriaalien tehtävät ja Matematiikkaa 1b –oppikirjan tehtävät  
 
Oli erittäin mukavaa tavata henkilöitä, joiden teoksia olimme käyttäneet 
lähteinä. Erityisesti haluamme kiittää Anni Lampista, joka laajensi hetkessä 
tietämystämme matematiikan opetuksesta, tarjoamalla oppimateriaalia 
tutkittavaksi ja Varga—Neményi -yhdistystä ansiokkaasta työstä matematiikan 
kuulumisesta kaikille. 
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Anni Lampinen 

VARGA–NEMÉNYI -YHDISTYS RY SYNTYI  

INNOSTUNEESSA ILMAPIIRISSÄ 

 

Kimmo Harra oli kertonut Marjatta Näätäselle vuonna 2003, että OKKA-
säätiöstä saataisiin rahoitus unkarilaisten matematiikan oppimateriaalien 
suomalaistamiseen. Tämä oli käänteentekevä avaus ‖unkarilaisen 
matematiikan‖ oppimateriaalien suomalaistamistyön aloittamiselle. Marjatta 
Näätänen ja Anni Lampinen aloittivat selvittelytyön. Myöhemmin osoittautui, 
että hankkeesta tulee perusteellisempi, kalliimpi ja laajempi kuin mihin osattiin 
varautua. Samalla oltiin tilanteessa, jossa oli luotava rakenteet ja puitteet, joissa 
menetelmän suomalaistaminen, oppimateriaalin kustantaminen, opettajien 
tukeminen käytännön työssä sekä menetelmän tutkimus olisi mahdollista. Jotta 
kaikki tämä voitaisiin toteuttaa, ajatus yhdistyksen perustamisesta kävi 
välttämättömäksi. Valtakunnallinen kaikille avoin yhdistys perustettiin Espoon 
Matikkamaassa 5.5.2005. 
 

 

Yhdistyksen tarkoitus ja toiminta 

Yhdistyksen tarkoitukseksi kirjattiin perustamiskokouksessa: ”Yhdistyksen 
tarkoituksena on edistää lasten matematiikan oppimista ja opettamista Varga—
Neményi -opetusmenetelmän avulla. Yhdistys edistää menetelmän käyttöä Suomessa 
sekä pyrkii tekemään sitä tunnetuksi.” Tämän ydinajatuksen toteuttamiseksi 
yhdistyksen hallituksen ja muut aktiivit jäsenet ovat kuluneiden viiden vuoden 
aikana ponnistelleet innostuksen jatkuvasti vain kasvaessa. Uusia opettajia on 
tullut toimintaan mukaan joka vuosi. Ammattitaitoaan ylläpitävät ja kehittävät 
opettajat ovat löytäneet ja löytämässä matematiikan opetukseensa uusia, 
rikkaita ja monipuolisia työtapoja yhdistyksen suojissa.  
 

”Tarkoituksensa toteuttamiseksi yhdistys järjestää tapaamisia jäsenten 

kesken.”  

Tämä on toteutunut mm. vuodesta 2007 lähtien järjestettyinä kaksipäiväisinä 
kesäseminaareina, jotka on pidetty kesäkuun alussa Lahdessa AOOLin 
Korpikodissa. Teemoina ovat olleet mm.: 
"Oppimateriaali menetelmän konkretisoijana ja  
Varga-Neményi -menetelmän suomalaisia näkökulmia"  
"Kaikki mitä opetetaan olkoon todellisuutta" 
"Tutkittua tietoa ja kokemuksia Varga-Neményi -opetusmenetelmästä" 
"Onnistumisia ja kasvunpaikkoja" 
ja luovan opettajan arkea  

Seminaareissa on ollut vuosittain parisenkymmentä osallistujaa ympäri 
Suomea. Korpikodin puitteet tarjoavat ihanteelliset olosuhteet myös 
virkistäytymiseen lukuvuoden päätteeksi heräävässä Suomen suvessa.  Pirjo 
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Tikkanen on toimittanut kesäseminaarijulkaisuja, joihin on koottu seminaarin 
alustukset. 

Syksyllä 2009 järjestettiin ensimmäinen syysseminaari, johon saatiin 
suomalaisten alustajien lisäksi mukaan myös Eszter C. Neményi.  Teemana oli 
Varga-Neményi -matematiikan opetusmenetelmä suomalaisten ja unkarilaisten 
opettajien kokemana. Syksyllä 2010 vietämme yhdistyksen 
viisivuotisjuhlaseminaaria jo vähän taaksepäin vilkuillen, mutta enemmän 
tulevaisuuteen tähyten.  
 

 

”(Yhdistys) kokoaa verkoston asiasta kiinnostuneista, jakaa kokemuksia, …” 

Yhteinen jakaminen ja kokeminen helpottavat oman polun kulkemista ja 
suunnan löytämistä. Yhdistyksen jäsenmäärä on kasvanut vähitellen, vuonna 
2010 jäseniä on reilu 100 henkilöä On ensiarvoisen tärkeää, että menetelmästä 
kiinnostuneet tai sitä käyttävät opettajat oppivat tuntemaan toisiaan. 
Koulutuksissa ja muissa tapaamisissa on ollut poikkeuksetta innostunut 
ilmapiiri. Yhteinen aluksi opettajalle uusi asia on virittänyt vilkasta ajatusten ja 
kokemusten vaihtoa.  Yhteiset pohdinnat ovat olleet tukemassa arjen joskus 
yksinäisessäkin puurtamisessa.  Moni asia kirkastuu ja selvenee, kun sitä 
voidaan tarkastella useammasta näkökulmasta ja useamman kokemuksen 
kautta. Menetelmä haastaa ammatilliseen kasvuun. Menetelmää käyttävät 
opettajat kulkevat kokeillessaan usein samanlaisia polkuja pitkin. 

Oppimateriaalin eri kokeiluvaiheissa on Espoon Matikkamaassa järjestetty 
menetelmää kokeileville opettajille lukuvuosien mittaan yhteisiä iltapäiviä, 
joiden aikana on vaihdettu kokeilukokemuksia ja mietitty oppimateriaalien 
toimivuutta. Nämä keskustelut ovat olleet arvokkaita ja ne ovat auttaneet 
oppimateriaalin suomalaistamistyötä Toiveissa on, että tulevina vuosina 
voidaan jatkaa tämäntyyppisiä tapaamisia menetelmää käyttävien opettajien 
kanssa. 
 

”(Yhdistys) julkaisee alaan liittyvää kirjallisuutta …” 

Oppimateriaalien kustantaminen on ollut yhdistyksen tähänastisen historian 
keskeisin ja eniten voimavaroja vaatinut hanke. Yhdistyksen tarvitsema 
ratkaiseva jatkorahoitus oppikirjahakkeeseen saatiin vuonna 2007 
Teknologiateollisuuden 100-vuotisjuhlarahastosta.  Saadun rahoituksen ja 
ennen kaikkea tinkimättömän ja väsymättömän talkootyön varassa ollaan 
pääsemässä ensimmäisiin tavoitteisiin eli alkuopetuksen menetelmän 
mukaisten materiaalien valmistumiseen vuoden 2010 loppuun mennessä. 

Oppimateriaaleista haluttiin tehdä laadukkaita ja suomalaiseen 
opetuskulttuuriin ja opetussuunnitelmaan hyvin sopivia. Menetelmää ei 
kuitenkaan haluttu suomalaistaa siten, että se mukailisi Suomessa jo käytössä 
olevia materiaaleja. On toki mahdollista, että menetelmän perusperiaatteita 
sovelletaan johonkin toiseen oppikirjasarjaan. Tällaisella matematiikan 
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opetuksen maustamisella tai soveltamisella on etunsa, mutta tällöin ei vielä 
noudateta menetelmän mukaista oppisisältöjen ja opetuksen rakennetta.  

Menetelmän voima tulee parhaiten esiin sen omissa tehtäväsarjoissa, joissa 
jatkuvasti nivoutuu yhteen matematiikka, oppilaan kehittyminen, oma kasvu ja 
ymmärrys monella eri tavalla. Jos näin ei olisi, olisi todennäköisesti ollut 
tarkoituksenmukaisinta valikoida menetelmästä joitakin osia ja harjoitteita, 
jolloin voitaisiin hyvin tyytyä rikastuttamaan näillä jo Suomessa olemassa 
olevia oppimateriaaleja. Suomalaistamisen tavoitteet olisivat silloin jääneet 
paljon vaatimattomammiksi.  

Ensimmäisen luokan kevään kirja Matematiikkaa 1b pääsi mukaan 
Tampereen yliopiston Hämeenlinnan toimipisteen opettajankoulutuslaitoksen 
MOT-hankkeeseen, jonka tarkoitus oli analysoida Suomessa käytettyjen 
matematiikan oppimateriaalien laatua. Tutkimus osoitti selvästi, että 
ylläasetetut tavoitteet on saavutettu. Materiaalit poikkeavat selvästi muista 
Suomessa käytetyistä oppimateriaalista vastaten paremmin tutkimukseen 
pohjautuvaa käsitystä laadukkaasta matematiikan opettamisesta.  

OKKA-säätiön rahoituksen avulla saatiin koottua vuonna 2004 
oppikirjatyöryhmä. Ensimmäisen luokan työryhmään esitettiin avoin kutsu 
kaikille menetelmään tutustuneille opettajille. Työryhmätyöskentelystä 
innostuivat ja siihen sitoutuivat toden teolla Heli Hakulinen, Anne Koskeno, 
Leila Paasjoki ja Kirsi Partanen. Työryhmää on vetänyt alusta asti Anni 
Lampinen. Työryhmä pääsi vierailemaan Budapestissä ja käymään neuvotteluja 
unkarilaisten oppimateriaalien tekijöiden kanssa vuonna 2005. Matkarahat 
saatiin opetusministeriöstä.  Kun ensimmäisen luokan materiaalit oli vuonna 
2008 lopulta saatu valmiiksi, toisen luokan työryhmä jatkoi samalla 
kokoonpanolla, uutena jäsenenä aloitti Ulla-Maija Kalliokoski.  Työryhmässä on 
keskusteltu moneen otteeseen suomalaistamisen periaatteista, oppikirjan 
rakenteesta ja yksittäisistä tehtävistä sekä käytännön opetustyöstä. Lisäksi 
työryhmä on työstänyt monia versioita uudesta materiaalista ja tehnyt monia 
kustantamisessa välttämättömiä töitä. 

Alkuvaiheessa kartoitettiin, ottaisiko jokin suuri kustantamo työn 
omakseen. Koska menetelmän käyttäminen on haasteellista ja uutta Suomessa, 
jää oppimateriaalien menekki marginaaliseksi. Niinpä yksikään kustantaja ei 
rohjennut työhön ryhtyä. Kustantaminen täytyisi organisoida ja rahoittaa omin 
voimin. Tässä vaiheessa syntyi ajatus menetelmää käyttävien opettajien omasta 
yhdistyksestä. Nyt yhdistyksen juhliessa viittä toimintavuottaan 
juhlaseminaarissa 12.11.2010 Espoossa on alkuopetuksen oppimateriaalien 
suomalaistaminen ja kustantaminen loppusuoralla. Viidessä vuodessa on 
päästy yhteisin ponnistuksin ja innostuksen siivittämänä ensimmäiseen 
tavoitteeseen.  

Kustannustoimittajan työhön ryhtyvällä oli melkoinen urakka edessään. 
Oppimateriaalien kustantamista varten saatiin lopulta käyttöön vain 
oppimateriaalin kokeilua varten laaditut raakakäännökset, ei muuta. Etuna 
lähes tyhjältä pöydältä lähtemisessä oli, että näin voitiin aloittaa 
perusteellisempi suomalaistaminen. Nyt voitiin paremmin ottaa huomioon 
suomalainen opetuskulttuuri ja suomalainen koulu oppilaineen. Koska 
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hankkeelle ei oltu asetettu tiukkaa aikataulua, työssä voitiin edetä aina sitä 
mukaan kuin taloudellisia ja henkisiä voimavaroja oli käytettävissä. Kun selvisi, 
ettei mm. alkuperäisen piirroskuvituksen käyttäminen ollut mahdollista, 
avautui mahdollisuuksia pohtia, minkälainen kuvitus ja taitto palvelevat 
oppilaiden oppimista parhaiten. Nyt voitiin hyödyntää sekä kuvituksessa että 
taitossa suomalaista asiantuntemusta ja tutkimusta. Ennen kuvituksen 
aloittamista käytiin neuvotteluja Ruskeasuon koulussa silloin meneillään 
olevan toiminnallisen näönkäytön tutkimushankeryhmän jäsenten kanssa. 
Erityisopettajat Inkeri Miinalainen ja Eeva Malmström sekä neuropsykologi 
Aulikki Tervo antoivat asiantuntemuksensa kuvittaja Mika Suhosen ja 
oppimateriaalityöryhmän käyttöön. 

Työ tekijäänsä neuvoo – niin tässäkin asiassa. Ensimmäisen luokan 
materiaalien kuvittajaksi löydettiin luokanopettajan koulutuksen saanut 
kuvittaja Mika Suhonen. Toisen luokan materiaaleja kuvitti lisäksi 
luokanopettajaksi opiskeleva Kaisa Pallaskari. Muutamia kuvia piirsi myös Ilari 
Lampinen.  Taittajankin suhteen oltiin onnekkaita. Asiansa osaava Merika 
Pyörökivi on tehnyt tarkkaa ja vaativaa taittotyötä koko oppikirjahankkeen 
ajan. Kustannustoimittajaksi ‖ajautuneella‖ Anni Lampisella oli lopulta 
mukana työssä asiaansa uskova ja taitava tiimi. 
 

 
”(Yhdistys) ylläpitää maksutonta internet-sivustoa …” 

Yhdistyksen toiminnasta tiedottaminen haluttiin mahdollisimman 
reaaliaikaiseksi, avoimeksi ja helposti saatavilla olevaksi. Vuonna 2008 saatiin 
avattua yhdistykselle omat verkkosivut osoitteessa www.varganemenyi.fi  
Sivustolle on koottu tietoja mm. yhdistyksen toiminnasta, seminaareista, 
koulutuksista, materiaaleista ja menetelmästä tehdyistä tutkimuksista. Kun 
ensimmäiset oppimateriaalit saatiin valmiiksi, sivustolla avattiin yhdistyksen 
materiaaleja myyvä verkkokauppa. 

Helsingin yliopiston matematiikan laitoksen matematiikkalehti Solmu oli 
julkaissut jo aikaisemmin menetelmän mukaisia materiaaleja, mm. 
koulutusmuistiinpanoja, sekä ylläpitänyt valtakunnallista 
koordinaattoriverkostoa. Verkkolehden anti on edelleen ajankohtaista ja 
tärkeää. Aivan viime vuosina Solmulehti on lanseerannut 
Matematiikkadiplomi-toiminnan. Idean takana ja tekijöinä ovat Pirjo Tikkanen 
ja Marjatta Näätänen. Nämä diplomit vastaavat lukemisharrastamisen 
virittämiseksi tehtyä Lukudiplomia. Matematiikkadiplomit innostavat 
matematiikan harrastamiseen. Tehtäväsarjat ovat Varga–Neményi -menetelmän 
mukaisia. 
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”(Yhdistys) tukee tutkimustoimintaa … ” 

Yhdistyksen hallituksen jäsen KT Pirjo Tikkanen on ottanut ansiokkaasti 
hoitaakseen tutkimustoiminnan kehittämisen ja koordinoinnin. Ensimmäinen 
tehtävä oli selvittää, mitä menetelmästä tiedetään jo aikaisempien 
tutkimustuloksisen pohjalta ja miten menetelmä sijoittuu uudemman 
matematiikan opetuksen tutkimuksen kentässä.  Hän oli ensimmäinen väittelijä 
Suomessa, jonka väitöskirjan aihe liittyi suoraan Varga–Neményi -
menetelmään.  Hänen aiheenaan oli vuonna 2008 julkaistussa väitöskirjassa 
neljäsluokkalaisten oppilaiden oma kokemus matematiikan tunneilta 
suomalaisessa ja unkarilaisessa luokassa.   

Menetelmästä on tehty muutamia muitakin pro gradu -tasoisia 
tutkimuksia, joista merkittävin lienee Tampereen yliopiston kasvatustieteellisen 
tiedekunnan Hämeenlinnan toimipisteen opettajankoulutuslaitoksessa tehty 
sisällönanalyysi: Tanja Kauppila ja Saara Tenkanen, Matematiikka kuuluu 
kaikille Varga—Neményi -menetelmän mukaisen ensimmäisen luokan 
matematiikan oppimateriaalin analyysia. 

Yhdistyksessä toivotaan, että menetelmää tutkittaisiin myös jatkossa. 
 
 
”(Yhdistys) järjestää koulutusta, seminaareja ja opintokäyntejä.”  

Yhdistyksen kouluttajapankista on voitu järjestää koulutuksiin menetelmää 
käyttäviä ja sitä hyvin tuntevia kouluttajia joko Unkarista tai Suomesta. 
Alkuvuosina ennen suomalaistettujen materiaalien valmistumista kouluttajat 
tulivat pääsääntöisesti Unkarista. Eszter C. Neményi, Márta Sz. Oravecz ja 
Ágnes Kivovicz vierailivat useana kesänä Suomessa pitäen vuosiluokittain 
eteneviä viikon mittaisia kesäkursseja. Myöhemmin suomalaistamistyön 
yhteydessä kouluttajat ovat olleet suomalaisia menetelmää käyttäviä opettajia. 
Menetelmäkouluttajina pitkäkestoisissa koulutuksissa ovat viime vuosina olleet 
Anne Koskeno, Anni Lampinen, Kirsi Puumalainen, Anna-Maija Risku ja Pirjo 
Tikkanen. Esiopetuksen menetelmäkouluttajina ovat toimineet Tilly Kajetski ja 
Minna Salminen. Ruskeasuon koulussa on alkuopetuksessa sovellettu 
menetelmää monin eri tavoin. Tästä työstä on kantanut päävastuun 
erityisopettaja Eeva Malmström. Ruskeasuon koulu "Ruskis" on valtion 
erityiskoulu. Koulu järjestää liikuntavammaisille lapsille ja nuorille esiopetusta, 
perusopetusta ja lisäopetusta sekä oppimisvalmiuksia parantavaa kuntoutusta. 
Koululla on velvollisuus järjestää ohjaustoimintaa ja konsultaatiota.  

Tämä kouluttajaryhmä tapaa muutaman kerran vuodessa. Jatkossa mukaan 
toivotaan uusia kouluttamisesta vastuuta ottavia ja menetelmää käyttäviä 
opettajia. Yhteisissä kouluttajatyöseminaareissa kehitetään koulutusta 
jatkuvasti. Saatu palaute käydään läpi ja se otetaan huomioon tulevissa 
koulutuksissa.  

Yhdistyksellä on ollut vuosien saatossa hyviä ja luotettavia 
yhteistyökumppaneita, joiden kanssa on järjestetty menetelmän mukaisia pitkä- 
ja lyhytkestoisia koulutuksia. Yhdistyksen koulutusyhteistyökumppaneina ovat 
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olleet Helsingin yliopiston SOKLA, LUMA-keskus ja Palmenia, Hämeen 
kesäyliopisto ja Espoon, Helsingin ja Turun Matikkamaat. Pitkäkestoisia 
koulutuksia on järjestetty Espoossa, Helsingissä, Pirkanmaalla, 
Hämeenlinnassa, Oulussa ja Lohjalla. Lyhyempiä koulutuksia on ollut myös 
muualla Suomessa. Rahoitusta on saatu joillekin kursseille myös 
Opetushallituksesta. Useimmat koulutukset on voitu järjestää opettajille 
maksuttomina.  

Vuosittain koulutuksiin on osallistunut noin 100–200 opettajaa. Koulutukset 
ovat täyttyneet ennätysajassa, jopa muutamassa tunnissa ilmoittautumisajan 
alettua.  Koulutuksiin on jäänyt jonottamaan useita kymmeniä opettajia.  
Kiinnostusta on siis ollut paljon enemmän kuin mitä koulutusta on pystytty 
tarjoamaan.  

Syksyllä 2010 Espoon ja Helsingin Matikkamaat järjestivät yhteisen 
esiopetuksen 1. luokan menetelmän mukaisen koulutuksen, johon otettiin 
peräti 77 osallistujaa. Tähänkin koulutukseen jäi jonoon opettajia, mutta 
koulutustilaan ei saatu mahtumaan enempää paikkoja, vaikka tila oli jo 
kertaalleen vaihdettu suurempaan.   

Jatkossa yhdistys haluaa ponnistella koulutusten järjestämiseksi siten, että 
halukkaat opettajat todella pääsisivät osallistumaan. Tässä tarvitaan paljon 
yhteistyötä täydennyskoulutusta järjestävien tahojen kanssa. Kiinnostuksen 
lisääntyminen on erinomainen asia. Kysyntään pitäisi pystyä vastaamaan 
hyvin.  

Tavallista on, että menetelmästä kiinnostuneet opettajat osallistuvat usealle 
kurssille. Osa opettajista ensin kokeilee menetelmän mukaista opetustapaa 
suomalaisen oppikirjan ohessa opetusta rikastaen ja siitä hiljalleen rohkaistuvat 
ottavat menetelmän osaksi opetustyötään myös täysipainoisesti menetelmän 
mukaisia oppimateriaaleja käyttäen.  Osa opettajista kokee menetelmän heti 
omakseen ja he lähtevät rohkeasti sitä käyttämään heti koulutuksen jälkeen.   

Kun suomalaistetut materiaalit ovat valmistuneet, on ollut havaittavissa, 
että menetelmästä on innostuttu aikaisempaa enemmän ja se on koettu itselle 
mahdolliseksi. Tämän myötä on jopa muutama koulu ainakin Helsingissä, 
Espoossa, Janakkalassa ja Maskussa sitoutunut kehittämään matematiikan 
alkuopetusta menetelmän mukaisesti. Näissä kouluissa on käytössä 
menetelmän mukaiset materiaalit joko osittain tai kokonaan alkuopetuksessa.  
Mielenkiinnolla odotamme, minkälaisia oppimistuloksia saadaan aikaiseksi, 
kun sisäänajovaihe on ohitettu ja käytänteet ovat ehtineet vakiintua. 
Tavallisempaa on, että koulussa vain yksi opettaja innostuu menetelmästä. 
Innostus saattaa levitä, mutta on tärkeää, ettei ‖yksinpuurtaja‖ koe olevansa 
yksin asian kanssa, vaan verkostot löytyvät silloin yhdistyksen kautta.  

‖Matematiikkaa kaikille!‖ -ajatus on herättänyt viime vuosina erityisesti 
erityisopetuksen ja maahanmuuttajaopetuksen opettajat hakemaan uusia 
keinoja opetuksen tueksi. Nämä ovat olleetkin innokkaimpia vastaanottajia, 
jotka ovat nopeasti oivaltaneet menetelmän ajatusmaailman ja hyödyn.  
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”Yhdistys tekee kansallista ja kansainvälistä yhteis- ja kehittämistyötä 

muiden asiantuntijaryhmien kanssa.” 

 

Vaikka opetusmenetelmää on kehitetty Unkarissa vuodesta 1960 lähtien, se ei 
tarkoita, että menetelmä olisi valmis ja suljettu järjestelmä. Menetelmän yksi 
perusperiaate ‖luova opettaja‖ oikeuttaa ja velvoittaa luomaan uutta, 
seuraamaan matematiikan opetuksen kehittämistä ja tutkimusta suomalaisesta 
ja maailmanlaajuisesta näkökulmasta käsin.  Tavoite edellyttää toteutuakseen 
myös yhteistyötä tutkijoiden ja opettajien kesken. Aito ja rikas vuoropuhelu 
edistävät parhaiten näitä pyrintöjä.  

On ollut hämmästyttävää, kuinka monipuoliseksi, rikkaaksi ja 
systemaattiseksi Varga–Neményi -menetelmä on osoittautunut. Uutta 
oivallettavaa riittää kokeneellekin menetelmän käyttäjälle. Monet aivan viime 
vuosina saadut matematiikan opettamisen ja oppimisvaikeustutkimuksen 
tutkimustulokset on tunnistettavissa tässä menetelmässä.  Meille uudet 
tutkimustulokset on jo ehditty viedä menetelmässä käytännön opetukseen. 
Harjoitukset ovat valikoituneet sellaisiksi, että ne sopivat oppilaan ikätasoon ja 
ne tuntuvat oppilaista mieluisilta. Samalla ne kehittävät oppilaan matematiikan 
ymmärtämiseen pohjautuvia taitoja. Oma kokeminen ja sosiokonstruktivistinen 
oppimiskäsitys ovat kaiken pohjana.  Oppimisessa edetään konkreettisesta 
kohti abstraktia esitysmuotoa. Opetuksessa hyödynnetään kinesteettistä, 
taktiilista, visuaalista ja auditiivista aistikanavaa monin eri tavoin.  

‖Matka kehittää itsessään, ei päämäärä.‖ Oppimiselle on asetettu monia 
kehityspsykologiasta ja kognitiivisesta oppimisesta johdettuja tavoitteita. 
Matematiikan avulla kasvatetaan ja kehitetään lapsen kognitiivisia taitoja ja 
matematiikan osaamista mekaanisten prosessien oppimisen sijaan. 
Matematiikan oppiminen on osa ympäristöön orientoitumista, hahmottamista, 
järjestämistä ja ajattelun kehittämistä. Tämä näkökulma on ehkä vasta tulossa 
mm. suomalaiseen matematiikan opettamisen tutkimukseen ja 
opetussuunnitelmaankin. 
 

 

Eteenpäin 

Meidän suomalaisten opettajien haasteena on oppia tuntemaan menetelmä 
perin pohjin ja soveltamaan kouluarjessa sitä niin rikkaasti ja monipuolisesti 
kuin se suinkin on mahdollista. Tällainen lähestymistapa houkuttelee niitä 
opettajia, jotka ovat valmiita vastaamaan muuttuvan koulun haasteisiin ja 
jatkuvasti etsimään yhä parempia opetuksen tapoja. Opettajan on hyvä 
jatkuvasti tutkia omaa opetustaan ja hankkia kokemuksia opettamisesta ja 
oppimisesta, käydä vuoropuhelua oppilaidensa, itsensä, kollegojen ja 
tutkijoiden kanssa.  Hyödynsaajina ammatillisesta kasvusta ovat suomalaiset 
oppilaat, joista kasvaa tulevaisuuden aikuisia.  

Kuluneina viitenä vuotena yhdistyksen pyrkimykset ovat saaneet tuulta 
siipiensä alle. Oppimateriaalien valmistumisen ja opettajien täydennys-
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koulutuksen myötä menetelmä on saamassa yhä suurempaa jalansijaa 
suomalaisessa matematiikan opetuksessa.  

Yhdistyksen toiminnassa virinnyt innostus on tarttuvaa laatua! 
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