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Pirjo Tikkanen

YHTEISTYON VOIMAA

Toiminnallinen Varga—Neményi -yhdistyksemme ry tdyttdad tdnd vuonna 2010
viisi vuotta. Yksi yhdistyksen tavoitteista on tehdad tunnetuksi matematiikan
Varga—Neményi -opetusmenetelmdd Suomessa niin, ettd menetelman
soveltajilla on perusteet pedagogiselle valinnalleen. Yhdistyksen juhlavuosi
houkuttaa arvioimaan, miten olemme onnistuneet edistimddan Varga—
Neményi -menetelmén tuntemusta.

Merkittavin kokoomateos menetelméstd on Eira Korpisen toimittama
Matematiikkaa unkarilaisittain Suomessa ja Unkarissa, joka ilmestyi Tutkiva
opettaja -sarjassa vuonna 2005. Artikkelissaan Oppilaan mindkasityksen ja
itsetunnon kehittdmisestd Korpinen esittdd kymmenen perustetta, miksi
vargalainen menetelmd on tuloksellinen.

Teos taltioi myos autenttisen Tamés Vargan ndkemyksen matematiikan
opetuksen  kehittdmisestd ~Paavo Malisen haastattelussa: Opetuksen
kehittdminen ja wuudistaminen perustuu matemaatikkojen, opettajien ja
tutkijoiden saumattomaan yhteistyohon. Opetuksen uudistaminen on
ihanteellisimmillaan  kiireetontd. Tavoiteltujen = muutosten siirtyminen
kaytantoon kestdd useita kymmenid vuosia, ellei perdti sata vuotta.

Matematiikkaa unkarilaisittain Suomessa ja Unkarissa -teoksessa Marjatta
Na&dtdanen pohtii matemaatiikon silmin Varga—Neményi -menetelmén
perusteita laadukkaasta opetuksesta: Lasten konkreettinen ja systemaattisesti
ohjattu toiminta on matemaattisen ajattelun pohja. Samalla kehittyvit lapsen
motoriikka, tarkkaavaisuus, muisti ja yleinen ajattelukin. Lapsen kehitysta
myotdileva kieli ja paattely tukevat toisiaan. Matematiikan sisdll6t punoutuvat
kokonaisvaltaisesti toisiinsa. Matematiikan kokonaisvaltaisuus ehkdisee
irrallisen pirstaletiedon syntymistd ja vahvistaa tiedon yhtendistd rakentumista.

Media on merkittdvd tekija yhteiskunnallisessa muutoksessa, niin myds
matematiikan opetuksen kehittdmisessd. Se voi vilittdd negatiivisia tai
positiivisia asenteita matematiikkaan, sen opetukseen ja oppimiseen. Meiddn
onneksemme media on vankasti edistinyt myonteistd asennoitumista
unkarilaiseen matematiikan pedagogiikkaan. Seuraava otsikot viestivit
myonteisestd julkisuudestamme:

e Havainnollisuus avaa matematiikan oppimisen salpoja

e Matematiikan taikapiiri

e Suorittamisen sijaan ajattelua

e Elamyksid matematiikasta

e Uusi metodi tuo matematiikan ldhelle arkipdivaa

e Matematiikkaa kaikissa kdanteissa

e Unkarista mallia ja iloa Suomen matematiikan opetukseen

e Unkarilainen opetustapa innostaa matematiikkaan

e Klemmariketjuja matematiikan tunnille - unkarilainen menetelmad tuo
opiskeluun kokeilun iloa



e Matikkaa maanldheisesti ja
e Unkarin malli innostaa tulevia matemaatikkoja

Otsikot ovat poimintoja vuodelta 2009 Tikkasen Varga—Neményi -opetus-
menetelmdn bibliografiasta, jossa on 70 julkaistua ldhdettd. Menetelmdan
liittyvat julkaisut ovat opinndytteitd, artikkeleita ja sanoma- tai
aikakauslehtijuttuja.

Satasivuisessa juhlajulkaisussamme ldhestytddn Varga—Neményi -
menetelmdd sekd oppilaiden ja opettajien ndkokulmasta. Menetelmd syntyi
Unkarissa ajoittain ankeassa kulttuurissa ja koulutuspolitiikassa. Kuitenkin
ankeassa ilmapiirissd kukoisti sinnikds ongelmanratkaisu. Se olkoon
yhdistyksemme kantava voima ja esimerkki edelleenkin, mitd unkarilaisten ja
suomalaisten opettajankouluttajien ja opettajien artikkelit valittavit.

Julianna Szendrei motivoi Lukijansa ongelmanratkaisun historiaan ja
nykytilanteeseen matematiikan opetuksessa ja oppimisessa Unkarissa
sanalaskulla “Kun meno kady kovaksi, kovat pistdvat menoksi”. Meno ollut
kovaa Karpaattien altaan sotien ndyttamolld, jossa unkarilaiset selvisivit
neuvokkaalla ongelmanratkaisulla. Merkittdvin matematiikan opetuksen
ongelmanratkaisun kehittamisestd on 1960-luvun alun OPI-projekti, jota Tamas
Varga johti. Projektin ydin oli varmentaa jokaisen lapsen jatkuva affektiivinen ja
kognitiivinen kehitys niin laajasti, kuin koulumatematiikka voi niihin vaikuttaa.
Szendrei arvioi kaunistelematta syitd siihen, miksi unkarilaisnuoret eiviét
menesty PISA-tutkimuksissa: dlyllinen urheilu ongelmanratkaisussa todellisissa
kdytannon tilanteissa odottaa vieldkin opettajiaan.

Eszter C. Neményi konkretisoi havainnollisesti, miten opettaja voi kehittda
oppilaiden luovaa ajattelua ja toimintaa matematiikan opetuksessa. Hanen
artikkelinsa esittelee ongelmanratkaisuun sopivia tehtdvid, joissa muodostetaan
lukuja ja rakennetaan geometriassa erilaisin ehdoin. Lukiessa opettajankin
numerotaito notkistuu. Heittdytykddmme rohkeasti tekemddn aavistuksia
oppilaiden kanssa lukujen, numeroiden, kappaleiden ja kuvioiden viidakkoon.

Agnes Dr. Kivovicsné Horvath vilittdaa unkarilaisten oppilaiden piirrosten
avulla, miten lapset mieltdvdt Varga—Neményi -opetusmenetelmin:
Matematiikan oppitunneilla oppilaat liikkuvat ja toimivat vélineilld yhdessa
opettajan ohjatessa tyoskentelyd tasavertaisesti. Unkarilaisoppilaat kyselyn
mukaan pitdvdt matematiikasta. Hyvad oppimisilmapiiri motivoi. Sisdinen
motivaatio luo jérjestyksen, joka vaaditaan hyvien tulosten saavuttamiseen.
Hyvidt oppimistulokset ongelmien ratkaisussa ennakoivat onnistumista
jatkossakin.

Eira Korpisen artikkelissa pohditaan terveen itsetunnon kehittdmisen ehtoja ja
edellytyksid kouluopetuksessa. Han kokoaa oppilaan mindkésitykseen
yhteydessad olevia tekijoitd kuten luokan ilmapiiri ja opettajan mindkaésitys.
Lopuksi Korpinen esittdd kymmenen teoreettisesti perusteltua ja empiirisesti



todistettua periaatetta, miten vargalainen pedagogiikka tukee oppilaan
mindkasityksen ja itsetunnon kehittamista.

Marjatta Nddtinen on rakentanut Matematiikkalehti Solmusta Internetiin
julkaisu- ja jakelukanavan, joka valittdd unkarilaisten opettajien pitdmia
kursseja ja matematiikan harrastusta alakoulun oppilaille
matematiikkadiplomitoiminnan avulla. Nddtanen perustelee aivotutkimuksilla,
miksi ~matematiikkadiplomin tehtdvid ratkaistaessa lapset toimivat
hienomotorisesti eikd tietokoneen avulla. Artikkeli tarjoaa myos konkreettisia
esimerkkejd diplomitoiminnan toteuttamisesta.

Pirjo Tikkanen vilittdd oppilaiden piirrosten avulla, millaisia uskomuksia
suomalaisilla alakoululaisilla on matematiikasta, sen opetuksesta ja
oppimisesta. Suomalaisoppilaiden mukaan matematiikka on laskemista
oppikirjan ohjaamana, jolloin ei juuri liikuta, kdytetd vdlineitd tai toimita
yhdessd kuten unkarilaisoppilaat Varga—Neményi -menetelmédn mukaisessa
opetuksessa Agnes Dr. Kivovicsné Horvathin artikkelissa.

Tanja Kauppila ja Saara Tenkanen esittelevdt pro gradu -tutkielmaansa
suomalaistetusta Matematiikka 1b -kirjasta. Sen tehtdvit eroavat suomalaisten
ensimmdisen luokan matematiikan oppikirjojen tehtdvistd: oppimateriaalissa
korostuvat  proseduraalinen sujuvuus, Kkésitteellinen = ymmairtdminen,
mukautuva pdéttely ja strateginen kompetenssi.

Varga—Nemenyi -yhdistyksen ry puheenjohtaja Anni Lampinen kuvaa
jdsenten toimintaa innostuneessa ilmapiirissd. Olemme kokoontuneet yhteen
voimaantumaan Lahden Korpikotiin vuosittain. Vired sdhkoposti tarjoaa
verkoston jakaa kokemuksia ja herdttdd kiinnostusta uusiin ongelman-
ratkaisuihin ~ yhdistyksen kotisivun avulla. Yhdistyksen mittavimmat
voimanndytét ovat menetelmdn mukaisen —matematiikan oppikirjan
suomalaistamishanke ja opettajien tdydennyskoulutus.
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JULIANNA SZENDREI

KUN MENO KAY KOVAKSI, KOVAT PISTAVAT MENOKSI.
ONGELMANRATKAISUA UNKARISSA 1970-2007:
TUTKIMUSTA JA TEORIAA, KAYTANTOA JA POLITIIKKAA

Abstrakti: Unkarissa 1970-luvulla tehtiin merkittdvaa tutkimusta matematiikan
opetusmenetelmistd. Merkittdvintd tutkimusprojekteista kutsuttiin OPlksi, jota
johti edesmennyt Tamds Varga, jolla oli suuri vaikutus matematiikan
opetukseen Unkarissa. Hanen projektinsa tarkoituksena oli kokeellisesti tutkia
taydellistd menetelmien ja sisdllon uudistamista matematiikan opetuksessa.
Tutkimuksen pddtarkoitus oli selvittdd wuudistetun opetussuunnitelman
vaikutusta lasten ongelmanratkaisutaitoihin. Vuoden 1978  keskitetty ja
pakollinen opetussuunnitelma perustui Vargan tutkimuksen tuloksiin.
Seuraavalla vuosikymmenelld keskityttiin tutkimustulosten omaksumiseen ja
toteuttamiseen kaytdnnossa. Muu tutkimus liittyi kansainvalisiin tutkimuksiin,
kuten SIMSiin, TIMSSiin ja PISAan. Lisdksi monet tutkimusryhmit tekivit
tutkimusta ongelmanratkaisusta eri puolilla Unkaria.

Avainsanat: OPI-projekti, Tamas Varga, Matematiikka-lehti, olympialaiset

1 Unkarilainen maisema

Unkarilaisten viinien ainutlaatuisen maun mdérittdvat “territorio”, maaperd,
auringonpaiste alueella ja viinitynnyrit, jotka on tehty mustasta tammesta, joka
kasvaa Erdéhétissa maékiselld alueella Pohjois-Unkarissa. Samalla tavalla
mentaliteettimme on muodostunut tdimédn alueen historiassa - sen historia on
vaikuttanut henkiseen kehitykseemme ja lisdnnyt siihen erityiset unkarilaiset
piirteet.

Aiheemme, ongelmanratkaisuajattelun kehitys matematiikan opetuksessa,
perustuu suurilta osin Karpaattien altaan kulttuuriperinteeseen ja sielld eldvien
ihmisten kokemuksiin. Tdmd alue on ollut tuhoisien sotien ndyttamona
keskimddrin 50 vuoden vilein. Mongolit (tataarit) paihittivat meidat 1200-
luvulla, turkkilainen ottomaani-imperiumi miehitti meidédt 1500 —1600-luvulla.
Alueella on ollut useita kapinoita ja vallankumouksia, eri poliittisia jarjestelmia
on tullut ja mennyt. Ihmistragediat ovat aina olleet alueemme ominaispiirre.

Viimeaikainen esimerkki on vuosilta 1945—1948, jolloin kulttuuri-
identiteettimme vahingoittui enemméan kuin koskaan. Tuolloin 10 prosenttia
unkarilaisesta vdestostd pakotettiin muuttamaan sosiaalista statustaan. Tuolloin
instituutiot ja ylimmaét aristokraatit, huomattava keskiluokka ja hallinto
havitettiin. Siksi selvinneeltd yhteisoltd puuttuivat sosiologisessa mielessd
toimintamallit ja arvot. Rakennusty6 oli aloitettava tyhjdstd tuhosta sédéstyneille
raunioille. Murskattuna piti jatkaa eldmistad tuntemattomassa jédrjestelmaéssa.

Jos olet neuvokas ja nerokas, selvidt. Eldaméd tddlla on pdivittdistad
ongelmanratkaisua. Siksi ei ole vaikeaa opettaa ihmisid ymmartaméaan termia



ongelmanratkaisu, kdytettiinpd sitd abstraktin tieteellisesti tai kulttuurisesti
“kesytetysti”, jota voidaan opettaa kouluissa.

Samaa asiaa voidaan ldhestyd toisesta ndkokulmasta: kansan
kulttuurisesta kokonaisuudesta yksittdisen ihmisen strategian vastakohtana.
Tastd perspektiivistd voidaan todeta, ettd kulttuuri tdssd osassa maailmaa on
enemmdn hajanainen kuin jatkuva. Yksilon on mddriteltdvd ja tunnistettava
arvonsa yhd wuudestaan. Tdmédn jdlkeen wuudet arvot tdytyy muuttaa
materiaaleiksi, rakennuksiksi, jokapdivéisiksi kdytdannoiksi ja tavoiksi.

2 Matematiikan opettaminen: laitokset ja tyopajat

Unkarin kansallinen koulutoimi aloitti pakollisen yleisen koulutuksen vuonna
1868 samaan aikaan kuin Euroopan suurissa kehittyneissd maissa. Seuraavina
vuosina perustettiin satoja kouluja ja opettajankoulutuslaitoksia kaikkialle
maahan. Kahdeksanvuotinen peruskoulu tuli pakolliseksi 1945, lukio-opintojen
laajuutta lisdttiin 1970-luvulla. Té&lld hetkelld koulutus on pakollista 18
ikdvuoteen asti. Unkarin koulutuspolitiikka keskittyy nyt kolmannen asteen
koulutuksen laajentamiseen.

Unkarissa matematiikan opettaminen on aina ollut arvostettua. Sitd
arvostetumpia ovat ainoastaan unkarin kieli ja kirjallisuus sekd Unkarin ja
maailman historia, jotka ovat ensisijaisia lasten kansallisen identiteetin
kehittymisessd. Tdamd pdtee nykyisinkin, matematiikka on yksi neljasta
pakollisesta  aineesta  ylioppilastutkinnossa. = Matematiikan  pakollisen
kirjoittamisen hyvaksyy 95 prosenttia aikuisista, vaikka monet eivit vaali
muistojaan matematiikan kouluopinnoistaan. Olemme ylpeitd monista
Unkarissa  syntyneistd esimerkillisistda =~ matematiikan opetuksen tai
matematiikan tutkijoista. Ndiden joukosta 16ytyy Farkas Bolyai, Janos Bolyai,
Laszl6 Ratz, Gyorgy Polya ja Janos Neumann. Tamidn tutkimuksen
tarkoituksena on kuitenkin keskittyd ongelmanratkaisun opettamiseen
peruskoulutuksessa.

Kiitos aiemmin mainitun nerouden ja oma-aloitteisuuden, jotka voidaan
ndhdd unkarilaisten kansallisena piirteend, ja kiitos myos hyvin organisoidun
koulujdrjestelmédn, matematiikan opetuksen taso on melko korkea Unkarissa.
Valitettavasti tdmaé tarkoittaa vain perustietojen vélittamistd oppilaille. Tiedon
kehitys on jaksottainen prosessi, joka perustuu erityisalojen ja/tai tuoreiden
alueiden tutkimiseen, opetuskokemusten tutkivaan vertailuun ja kontakteihin
koulun ulkopuolelle. Koulun ulkopuoliset kontaktit edellyttavat

(a) aiempaa vakaampia ja yhtendisempid tyoolosuhteita ja
(b) vakaata koulutuspolitiikkaa, jonka tdytyy perustua yleiseen
yksimielisyyteen.

Nama puuttuivat keskeiselld aikajaksolla. Vuosina 1949 —1989 vain sattumalta
ajoittain oltiin yhtd mieltd keskitetyssa poliittisessa diktatuurissa, jolta toivottiin
tieteellisen tutkimuksen vapautta. Lisdksi nykyisessd parlamentaarisessa



demokratiassamme vuodesta 1989 koulutuksen tutkimuslaitokset ovat
poikkeuksetta rutiininomaisesti organisoitu uudelleen neljin vuoden vilein
vaalien jdlkeen. Ei ole jarkevdd tehdd pysyvid suunnitelmia pidemmille
ajanjaksoille kuin yhden tai kahden vuoden pddhdn. Suuri osa opettajista on
tullut tdysin valinpitdiméattomiksi opetussuunnitelmalle, joka uusitaan neljan
vuoden vilein. Opettajilla tuskin on aikaa opetella uusia aloitteita ja erottaa
ammatillisesta ndkokulmasta laadukkaita kehityssuuntia aloitteista, jotka joku
poliittisesti vastuuton leijonasyddminen onnensoturi on esittanyt.

Yhteenvetona voidaan esittdd, ettdi on vdhin mahdollisuuksia
ammatillisille innovaatioille, erityisesti matematiikan opetuksessa (mukaan
lukien ongelmanratkaisun opetus) ja yleisemmin julkisessa opetuksessa
kokonaisuudessaan, koska kulttuuri tdmédn herkédn ja sdrkyvan jdrjestelmén
yhdenmukaistamiseksi ja hyvin jdrjestdytyneeksi organisaatioksi yhd puuttuu.

Se, mitd on saavutettu ja mistd voimme olla ylpeitd, ei ole tulosta sosiaalisen
ja poliittisen jdrjestelmdn panoksesta eikd koulutuskdytdntojen tehokkaasta
soveltamisesta. Ei, ei ollenkaan. Muutamat vakaumuksellisesti sitoutuneet
opettajat ja muutamat omistautuneet ja lahjakkaat tutkijat ovat kehittdneet
tuloksellisesti. He eivit ole suostuneet estettdviksi.

3 Katsaus matematiikan opetukseen

Unkarilaisessa koulujdrjestelmédssd matematiikan opetus ja oppiminen alkaa
perusopetuksen ensimmadiselld luokalla ja loppuu toisen asteen viimeiselld
luokalla. Tassd artikkelissa kuvaan ongelmanratkaisua matematiikan
opetuksessa. Sitd on painotettava, koska ongelmanratkaisulla on tdrked osuus
mm. matematiikan, fysiikan, kemian opetuksessa Unkarissakin. Tdten emme
voi ekplisiittisesti  vaittdd yksittdisen lapsen ongelmanratkaisukykyjen
kehityksen olevan matematiikan oppimisen tulosta. Matematiikan opetuksella
on pitkdt perinteet Unkarissa. Ongelmanratkaisu siirtyi sukupolvelta toiselle
vuosisatojen ajan, mutta tuskin yhtdan kirjallista dokumenttia yksityiskohdista
on sadstynyt.

Kuitenkaan ajatus siitd, ettd kaikki opettajat kaikilla tasoilla opettaisivat
ongelmanratkaisua, ei levinnyt helposti, vaikka ongelmaratkaisun opetus on
yleismaailmallista. Man6é Beke, matematiikan professori ja yksi johtavista
uudistuksen kannattajista piti puheenvuoron School Doctors and Health
Educators Committee -tapaamisessa marraskuussa 1907:

Tiivistien kerron uudistuskomitean aikomuksista. Komitea haluaa matematiikalta kiytinnollisyytti niin,
ettd se liittyy jokapdiviiseen eldmdin. Komitea haluaa integroida matematitkkaa standardimetodin

mukaan. (Beke & Mikola 1909, 10).

Ndistd uudistushaluista huolimatta vain parhaat opettajat eivdt antaneet
oppilailleen vain tyypillisid tai keinotekoisia ongelmia, vaan matemaattisia
ongelmia, jotka liittyivat myos todelliseen maailmaan.



Toista maailmansotaa seuranneina vuosina Péter Rézsa' ja Tibor Gallai®
kehittivit toisen asteen matematiikan opetuksen siséltojd ja opetusmenetelmid.
He kirjoittivat oppikirjan toisen asteen ensimmdisen vuoden opiskelijoille. Kirja
perustui sovellettaviin ongelmiin. Kirja oli matemaattisesti korrekti. Endre Hodi
ja Jend Tolnai osallistuivat oppikirjojen tekoon seuraavina vuosina. He levittivat
ahkerasti vuosikymmenid matematiikan opettamista, joka perustui ndille
ajatuksille. Kirjaa kdytettiin aikakauden koulutuskdytantojen mukaan kaikissa
toisen asteen kouluissa.

Kaikki opettajat eivdt kuitenkaan pystyneet tai halunneet kdyttdd uusia
ajatuksia opetuksessaan. Vaikka sisdllot muuttuivat, menetelmédt eivit
muuttuneet. Sddnnollisistd tdaydennyskoulutuksista huolimatta ongelman-
ratkaisumenetelmd ei tullut omaksutuksi. Aluksi menetelmdssd heradtetdan
oppilaiden kiinnostus matemaattiseen ongelmaan, annetaan oppilaiden yrittaa
jonkin aikaa ja rohkaistaan oppilaita tutkimaan, jotta he edistyisividt ongelman
ratkaisussa. Kaiken kaikkiaan useiden vuosikymmenten aikana toisen asteen
matematiikan monet alueet uudistettiin. Tdmaé loi perusteet uusille ajatuksille
matematiikan koulutuksesta (Szendrei 2005, 427).

4 Ongelmanratkaisu opetussuunnitelmassa

1940-luvulta alkaen ongelmanratkaisu on eksplisiittisesti ilmaistu matematiikan
opetussuunnitelmassa yhtend matematiikan opetuksen péadtavoitteista:

Matematiikan opetuksen taytyy syventid ymmdrrysti sekd luonnollisesta ettd sosiaalisesta ympiristosti
ja kehittii oppilaiden henkisid kykyjd, jolloin oppilaat tutkivat yksinkertaisia middrdllisii yhteyksid
ympirdivissi maailmassa ymmdirtimdlld ja ratkaisemalla nditi koskevia ongelmia (Mathematics

syllabus 1956, 117).

Kaytdnnossd opetettiin pddasiassa yksipuolisia ongelmia. Yksi opettajien
positiivisista virhekasityksistd oli, ettd ratkaisemalla tyypillisia ongelmia
oppilaat oppisivat ratkaisemaan itsendisesti millaisia ongelmia tahansa.
Lahjakkaat oppilaat pystyivat siihen, mutta heiddn saavutuksensa ei ollut
perinteisen opetuksen tulosta. Lahjakkaat oppilaat joko osallistuivat
luokkaopetuksen ulkopuoliseen matemaattiseen toimintaan tai opiskelivat
yksityisten opettajien ohjauksessa. Joidenkin erinomaisten opettajien kaikki
oppilaat kehittyivdt korkeatasoisiksi ongelmanratkaisijoiksi, mutta nama
opettajat eivat kdyttaneet tyypillisid ongelmia opetuksessaan. Oli tietysti suuria
eroja niin oppilaiden kuin opettajienkin valilla.

Unkarissa oli keskitetty koulutusjdrjestelmd ennen 1990-lukua. Tuolloin
oli vain yksi opetussuunnitelma ja yksi kirjasarja jokaiselle luokalle.
Koulunjohtajat ja koulutarkastajat valvoivat opetuksen laatua. 1990-luvulta
ldhtien on ollut pakollinen viisiportainen arvostelujdrjestelmd, mutta ei ole
keskitettyd oppimistulosten mittausta. Vain ylioppilastutkinto toisen asteen
koulutuksen lopussa keskimdarin 18 vuoden idssd on keskeinen virstanpylvas.
Ylioppilastutkinto on vapaaehtoinen, mutta se vaaditaan yliopistoon hakua



varten. Ylioppilastutkintoa pidetddn osana aikuistumista. Se merkitsee paljon
enemman kuin yksinkertaista koetta: Se vaaditaan keskiluokkaiseksi aikuiseksi
tulemista varten. Lisdksi se toimii tutkintona ja yleensd varmistaa korkeamman
palkkaluokan tyontekijdlle. Matematiikka on ollut yksi neljastda pakollisesta
tutkintoaineesta, joita ovat didinkieli ja kirjallisuus, matematiikka, historia ja
vieras kieli.

Vuodesta 1978 ldhtien matematiikkaa on opetettu kouluaineena ala-
asteelta alkaen. Ei ole ollut itsendisid aineita kuten aritmetiikkaa, algebraa tai
geometriaa. Aritmetiikka, algebra, geometria, logiikka, funktiot, toden-
nakoisyyslaskenta, tilastot ja muut matemaattiset sisdltoalueet integroituvat
matematiikan opetussuunnitelmassa, jossa ndma alueet syventyvit suhteessa
toisiinsa. N&in oppilaat eri luokka-asteilla voivat ratkaista ongelmia erilaisilla
menetelmilld. Saman luokan oppilaat voivat ratkaista ongelman algebran,
geometrian tai funktioiden avulla. Vuonna 1978 uudet matematiikan alueet
virallisesti sisdllytettiin alkuopetuksen opetussuunnitelmaan.

Matematiikan opetukseen vaikuttivat poliittisten muutosten lisdksi
muutkin tekijdt. Perustettiin yksityisid kirkkokouluja. Oppilaiden maéra toisella
asteella lisddntyi ikdryhmdn 15—20 prosentista 50 prosenttiin. Tamad on
muuttanut keskitetyn koulutusjdrjestelmdn luonnetta. Demokraattinen
koulujdrjestelmd rakennettiin lainsdddannon pohjalta. Se sisdlsi kansallisen
opetussuunnitelman  perusteet, johon  koulutusohjelmat perustuivat.
Kansallinen opetussuunnitelma 1995 maddritteli koulutuksen —sisdllon
yksityiskohdat. Koulut valmistelevat tai valitsevat opetussuunnitelmansa
kayttden kansallista valtuutusjdrjestelmdd. Ylioppilastutkinnon vaatimukset
muuttuivat  ongelmanratkaisujdrjestelmdstd  tarkasti =~ dokumentoituihin
vaatimuksiin. Liitteessi 1 on ongelmaratkaisuosa kansallisesta opetus-
suunnitelmasta.

Tutkikaamme yksityiskohtaisemmin, miten tutkimustulokset ja niiden
kaytannonsovellus kouluissa muutti 1950-luvun aritmetiikan ja mittausopin
integroiduksi matematiikaksi jopa perusopetuksessa. Tyypillinen tapa opettaa
matematiikkaa, konkreettisten matematiikan sirpaleiden opetus, muuttui
hitaasti ~ tyyliksi ~ keskittyd  matemaattisen = ongelmanratkaisukyvyn
kehittamiseen.

5 Tutkimus 1970-luvulla
5.1 OPI*-projekti

Budapestissa 27.8.—8.9.1962 pidetyn UNESCOn symposiumin innoittamana
Unkarissa aloitettiin useita pienid tutkimusprojekteja matematiikan opetuksesta
peruskoulussa.

Tamas Varga* aloitti 1960-luvun alussa pienen matematiikan projektin,
jossa hdn kehitti kompleksisen matematiikan opetuksen kansalliseksi malliksi.
Tusinoittain opettajia, tarkastajia ja kouluttajia oli koulutusryhmdssd, jota han



johti. Projekti kattoi matematiikan opetuksen peruskoulussa (ikdvuodet 6 —14).
Ongelmanratkaisu oli keskeistd matematiikan opetuksessa kaikilla luokilla.

Tutkimusprojekti, jota kutsuttiin OPI-projektiksi kansainvéalisessa
keskustelussa, oli yksi syvimmistd tutkimuksista matematiikan opetuksesta
Unkarissa. (OPI oli virallisen kansallisen koulutuslaitoksen nimi Unkarissa)
Projekti tutki matematiikan koulutusta peruskoulussa. (Ks. taulukkoa, joka
kuvaa Unkarin koulujdrjestelmad liitteessa 2).

Projektin  tavoitteena oli madritelld matematiikan opetuksen uusi
oppimisymparistd, madadritelld, milloin yhteiskunta on valmis muuttamaan
matematiikan opetusta ja maddritelld opettajien peruskoulutuksen ja
tdydennyskoulutuksen tarpeet.

Tavoitteena oli my6s luoda onnistumisorientoitunut oppimisympaéristod
matematiikassa. Osallistujat halusivat antaa oppilaille vapauden tehdd virheita
ja kehittdd oppilaiden suoritustarpeita ja antaa heiddn onnistua itsendisesti.
Opettajan tehtdva oli tasoittaa oppilaiden yksilollisid eroja ja luoda ystédvéllinen
oppimisympdristd, jossa opettaja ja oppilaat olivat kumppaneita. Algebra ja
geometria olivat hyvin edustettuina opetussuunnitelmassa, kuten olivat myos
ideat topologiasta (maantieto), informaatioteoriasta, sarjoista, logiikasta,
todenndkoisyyksistd ja tilastoista peruskoulun alusta asti. Ndin matemaattiset
késitteet ehtivdt kypsyd pitemman aikaa oppijan mielessd. Luonnollisesti tuli
tarve muuttaa myos perinteisid matematiikan sis&ltoja.

Uusien sisédltojen valintaperusteet:

o Siséltojen taytyy olla keskeisid koko matematiikan ndkokulmasta.

e Lasten on helppo ldhestyé niitd ongelmien ja leikkien avulla.

o Lapset voivat kdyttdd tuntoaistia opiskellessaan sisdltoalueita. (Tdmaé on etu,
ei ehdoton edellytys.)

e Sisdltoalueiden taytyy liittyd laheisesti toisiinsa. Niiden tdytyy vahvistaa
toisiaan ja tukea ndin kehittyvan jarjestelmén rakentamista.

o Siséltoalueiden tdytyy pohjustaa muiden tdrkeiden alueiden opetusta.

e Sisdltojen tdytyisi olla kidytossd moderneissa matemaattisissa
sovellutuksissa.

Projektin ydin oli varmentaa jokaisen lapsen jatkuva affektiivinen ja
kognitiivinen kehitys niin laajasti, kuin koulumatematiikka voi niihin vaikuttaa
(taulukko 1).

OPI-tutkimus perustui syvddn yhteistyohon opettajien ja tutkijoiden
vdlilla. Itse asiassa tutkimuksen ensimmadisen kauden opettajat olivat
opettajatutkijoita timénhetkistd terminologiaa kayttadksemme.
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Taulukko 1. OPI-matematiikkaprojektin kognitiiviset tavoitteet (Vargan

mukaan Kleinin lainaamana 1987)

Vastaanottava - tuottava

Tuottava

ZHZ—=HAKL > Z >

Ymmaértdminen Késittely (mielipiteen muodostaminen,
puolustaminen tai muuttaminen) jos:
Erottaminen e Viite on jdarkeva

Suhteiden ndkeminen:
samanlaisuus

jdrjestys
sdadannonmukaisuus (esim.
symmetria)

Viitteen ymmartdminen:
(kyky kuvata sitd, antaa
esimerkkejd, toistaa,
muuttaa toiseen muotoon)

Ajatuskulun seuraaminen

e Viite on tosi

e Ongelma on selvidsti madritelty

e Ongelma sisdltda tarpeeksi aineistoa

e Ongelmassa on yliméddrdinen tai
ristiriitainen tieto tai ehto.

Symboli, méédritelmé, ehdotettu

ratkaisutapa, jne., on sopiva,

kayttokelpoinen tai lupaava.

Paéttely on oikein.

Ratkaisu tdyttdd ehdot.

Ratkaisu on pdételtdvissd, jos se tayttaa

kdytannon vaatimukset tai tietyn

standardin.

Kaikkien em. objektien 16ytaminen
Késitteen madritelmén 1oytaminen ja
muotoilu

Todistuksen kehittiaminen
Yleistaminen, analogian avulla
laajentaminen

Padttely
Tietiminen, Rakentaminen
S |tekeminen, Ongelman muodostaminen
Y |terminologian kaytto, Hypoteesin muodostaminen,
N |symbolit, kokemuksiin perustuva arvaus
T |graafiset vélineet, Ratkaisun suunnittelu
E | matemaattiset viitteet, Ratkaisuvilineiden 16ytaminen
E |rutiiniongelmat, Objektien (konkreettisten tai
T |algoritmit, matemaattisten) 16ytaminen
T |kéddentaidot annettuihin ehtoihin
I
N
E
N

Unkarin kansallisen koulutuslaitoksen matematiikan

osaston

johtajat,
edesmennyt Andor Cser ja Endre Hodi, auttoivat valtavasti akateemisissa
kysymyksissd ja loivat tutkimuksen humanistisen taustan. Kuitenkaan
koulutusympdristo ei ollut ollenkaan ystdvallinen. Seuraavia taustafilosofisia
tekijoita pidettiin ongelmallisina:
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e Rutiinityon painotusta, joka oli aiemmin tyypillistd ensimmaisina 4
kouluvuotena, vihennettiin.

e Opettajaa ei endd pidetty ainoana auktoriteettina luokkahuoneessa,
ainoana tiedon ja totuuden ldhteena.

e Melua sallittiin luokkahuoneessa kuolemanhiljaisuuden sijasta.

e Uusia merkkejd kdytettiin (esim. ”/”-merkkid jakolaskun merkkind), ja
ongelmanratkaisutehtdvat sisdlsivat mm. negatiivisia lukuja ja
murtolukuja.

Ndamd ja muut epdtavalliset tekijdt jarkyttivit monia opettajia, tarkastajia,
vanhempia ja journalisteja. Epdonnistumisen pelkoa oli ilmassa. “Uuden
matematiikan” varjo oli liian lghell.

Télld jokseenkin vihamieliselld ilmapiirilld oli positiivisiakin vaikutuksia.
[lmapiiri pakotti tutkijat kehittdimdan syvillisen ja yksityiskohtaisen
tutkimusprojektin: Toisaalta tutkijoiden oli varmistuttava, etteivdt uudet
opetusmetodit sopineet vain erityisen lahjakkaille opettajille tai oppilaille.
Toisaalta tutkijoiden oli todistettava, ettd oppilaat, joita opetettiin uusilla
metodeilla, voisivat saavuttaa yhtd hyvid tai parempia tuloksia kuin oppilaat,
joita opetettiin perinteiselld tavalla. Lisdksi kokeiluluokkien oppilaat eivit olleet
vdsyneitd tai stressaantuneita, vaan olivat halukkaampia tydskentelem&dn
ongelmanratkaisun parissa kuin perinteiselld tavalla opetetut oppilaat
(Sherbrooke Problem Facing Questionnaire, Klein 1987, 408).

Oppikirjaa ei kdytetty, vaan ainoastaan huolellisesti kehitettyjd
tehtdvdpaperisarjoja. Tehtdvdpapereita uudistettiin opettajien arvioitua tyotaan.
Suunnittelijat yrittivdt vidlttdd monien rinnakkaisten matematiikan sisdltojen
aiheuttamaa atomismia.

Tutkimus oli hyvin tunnettu matematiikan kouluttajien kansainvélisessa
yhteisossd. Vahvin kansainvilisten suhteiden kanava oli CIEAEM?®.
Kommunikaatio oli suullista, koska Unkarin matematiikan kouluttajien oli
mahdotonta julkaista tuloksiaan kansainvilisesti tuona aikana. Kansainvélinen
yhteiso kutsui Vargan ja hdnen kollegansa luennoimaan useissa yliopistoissa ja
korvasi taman tyon kirjoilla ja artikkeleilla. Parhaat kansainviliset uudistukset
saatiin ndin opetussuunnitelman tekoon. Suunnittelijat yrittivdt soveltaa niita
pyrkien valttdimdan ddarimmadisid ratkaisuja ja silkkaa formalismia. Tutkimusta
arvioitiin kansainvéliselld tasolla seuraavasti:

Erinomaiset unkarilaiset aritmetitkan kirjat, mielestini parhaat oppikirjasarjat
maailmassa, vilttivit Venn-kuvaajat tiysin... (Freudenthal 1973, 244).

Adrimmiisen atomismin vastaesimerkkeji ovat unkarilainen keksints, T. Vargan
Munkalapok, Emma Castelnuovon tyo ja IOWOmme panos viime vuosina
(Freudenthal 1980, 97).

Yksi tutkimuksen pddtekija oli konkreettisten vilineiden huolellinen kaytto
opetuksessa. Pddosa artefakteista ja opetusmateriaaleista olivat uusia opettajille.
Opetus ei ollut liitutaulu -matematiikkaa. Tama oli ensimmaéinen unkarilainen
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matematiikan opetussuunnitelma, joka sisdlsi menetelmén, sisdllon, ohjeet,
toimintavalineet, opettajan oppaat ja tdydennyskoulutuksen.

Taydennyskoulutuskursseilla opetettiin ainakin vaatimattomat perusteet
toimintavilineiden kaytostd. Tyypillisid toimintavélineitd olivat unkarilainen
versio Cuisinaire-sauvoista, Dienesin palikat, Gattegnon geotaulu ja
helmilaatikko-mallinnussarja geometrian ja todenndkoisyyden perusteiden
opetukseen.

Luonnollisesti pelkét toimintavélineet eivdt muuttaneet opetusta. Ne eivét
ole yleislddke matematiikan opetukseen (Szendrei 1996). Mutta yhd useammat
opettajat kykenivat kdyttdimdan uusia metodeja ja uusia vilineitad tuloksellisesti,
kuten oppilaiden suoritusten jatkuvat mittaukset osoittivat. Opettajat kilpailivat
pddstikseen tdydennyskoulutukseen. Maakunnat kilpailivat uuden ope-
tusmenetelmdn aloittamisesta ja paikalliset koulut varmistivat, ettd kaikki
lapset saivat tarvittavat toimintavilineet.

Tutkimuksen kokeelliseen vaiheeseen osallistuvien luokkien méara nousi
tasaisesti sitd mukaa, kuin opettajia koulutettiin uuteen menetelmaan.
Opettajat eivdt saaneet opettaa ilman tiydennyskoulutusta. Projektin johtajat
halusivat hidastaa projektin laajentumista, jotta opettajia ei pakotettaisi
kdyttamdan uusia menetelmid ymmartamattd niitd tdysin. Varga (1965) kuvasi
opettajien osallistumista seuraavasti:

Tama oli hieno tilaisuus ja halusin valttaa riskeja. --- Siksi paatin olla rasittamatta opettajia. Heidan
taytyi vakuuttua sen kayttokelpoisuudesta, mitéd he olivat tekeméssé eikd koskaan hypéatd pimeyteen.
Molemmilla opettajilla oli paljon hyvaa tahtoa ja he olivat hyvin patevid. Kumpikaan heisté ei takertunut
jaykasti nakemyksiinsa opetusohjelmasta tai opetusmetodeista, mutta he eivat luopuneet mielellaén
turvallisuuden tunteestaan, joka oli kehittynyt opetusvuosien aikana.

5.2 Tutkimus OPI -matematiikkaprojektin menestyksesta

Pian OPI-projektin esittelyn jdlkeen opetusministerio mddrdsi, ettd projektin
tehokkuutta oli tutkittava. Opetusministerio arvioi projektin, mitd OPI ja
Budapestin teknisen yliopiston pedagoginen osasto tukivat. Opetusmenetelmit
ja tulokset esiteltiin useissa konferensseissa. Projektin koeluokkien tulokset
olivat vaikuttavia (Radnai-Szendrei 1977, 97). Oppilaat, jotka kdyttivdt uutta
opetussuunnitelmaa, ohittivat muut jopa perinteisissdé ongelmanratkaisu-
tehtdvissa (liitteessd 3 yksi ongelmista).

My6s projektiin osallistuvien maéaédrdn laajeneminen oli vaikuttavaa.
Vuonna 1971 osallistui 140 koeluokkaa (noin 4000 luokasta Unkarin yhdesta
silloisesta ikdluokasta). Namad 140 luokkaa kayttivat nk. vdiliaikaista
matematiikan opetussuunnitelmaa. OPI-tutkijat halusivat projektiin vain niita
opettajia, jotka olivat valmiita muutokseen. Kuten Varga (1965 Kleinin 1987, 37
lainaamana) sanoi:

Asteittainen laajentuminen on meille avainsana. Vastustamme sellaisia johtopditoksid, joiden mukaan
meidin tapamme opettaa matematiikkaa on parempi kuin tavallinen, siksi menetelmd pitdisi esitelli
massakoulutuksessa kouluvuotena "n”.

Milli perusteella vaatisimme opettajilta uudistuksia, jos vastustamme matematiikkaa lapsille?

Haluamme
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e tutustuttaa niin monta opettajaa kuin mahdollista ja niin syvdllisesti kuin mahdollista, tapaamme
opettaa matematiikkaa tai johonkin sen versioon ja

®  jokaiselle opettajalle mahdollisuuden opettaa tuoreimmilla menetelmilld uusinta matematiikkaa.

Huolimatta tédstda varoituksesta kouluviranomaiset kiirehtivdat uutta OPI-
projektiin perustuvan opetussuunnitelman ottamista kadyttoon. He eivat
hyvidksyneet tutkijoiden vastalauseita. Vaikka uuteen opetussuunnitelmaan
siirryttiin luokka-asteittain ensimmaiseltd luokalta alkaen ja siitd tuli pakollinen
matematiikan opetussuunnitelma Unkarissa vuonna 1978, opettajajdrjesto ei
ollut valmis tdhdn radikaaliin muutokseen. Projektin tavoitteita ei tdysin
saavutettu, mikd oli ennustettavissa. Kuitenkin = ongelmanratkaisu
opetusmenetelmédnd muuttui.

Yhteenvetona on esitettdvissd, ettd tutkimusprojekti vaikutti matematiikan
opetukseen Unkarissa. Ongelmat, joihin on vain yksi ratkaisu, menettivét
asemansa. Opettajat alkoivat arvostaa ongelmia, joihin oli monta tai ei yhtddn
ratkaisua. Siksi peli tdydellisen ratkaisun argumentoinnista tuli ensimmadisille
luokille. Ratkaisumetodit, kuten yritys ja erehdys, kaikkien mahdollisten
ratkaisujen kokeileminen ja hyvien ratkaisujen valitseminen tulivat sallituiksi.
Alakoulun opettajat hyvdksyivdt ndmd metodit helpommin kuin
matemaattisesti kouluttautuneet opettajat. Kolme vuosikymmentd ei ollut
riittdavd aika, jotta pddosa yldkoulujen opettajista olisi hyvdksynyt heuristiset
metodit tai oppilaiden hypoteesien muodostamisen ennen ratkaisemista tai
todistamista.

5.3 SIMS®, TIMSS” ja niiden jélkeiset tutkimukset

Unkari osallistui IEA:n® toiseen kansainvéliseen matematiikkatutkimukseen.
Kahdeksasluokkalaisten, = 14-vuotiaiden = oppilaiden,  tulokset  olivat
poikkeuksellisia. Kaikissa vertailuissa (mm. pisteissd, alakokeissa, ala-aiheissa)
Unkari oli yksi kolmesta parhaiten sijoittuneesta maasta Japanin ja Hollannin
kanssa (Szendrei 1991, 99). Ratkaistavat ongelmat olivat samanlaisia kuin
ongelmat unkarilaisessa matematiikan opetuksessa.

Koska tutkitun kahdeksasluokkalaisten perusjoukosta oli mahdollista
muodostaa osajoukkoja, jotka noudattivat perinteistd opetussuunnitelmaa ja
uutta opetussuunnitelmaa, uuden opetussuunnitelman hyodyt voitiin ndhda
kaikilla tutkimuksen osa-alueilla (Radnai-Szendrei 1983, 157).

Vuonna 1986 SIMSin jdlkeen kansallinen koulutuslaitos aloitti
seurantatutkimukset, joissa sdannollisesti tutkittiin useita tekijoitd oppilaiden
saavutuksista ongelmanratkaisussa. Vuosiluokat 4, 6, 8, 10 ja 12 tutkittiin.
Tavoitteena oli mitata oppilaiden kehittymistda matematiikan taidoissa ja
ongelmanratkaisussa kaksi- tai useampivaiheisissa tehtdvissda. Tutkimukset
tehtiin 1991, 1995, 1997 ja 1999. Budapestilaiset oppilaat menestyivit parhaiten
kaikissa ikdryhmissd. Toisen asteen koulujen tulokset erosivat toisistaan
huomattavasti. (Katso taulukkoa Unkarin koulujdrjestelmdstd liitteessa 2).
Lukiolaiset menestyivét paremmin kuin oppilaat muissa toisen asteen kouluissa
(Vari 1997, 124, 131).
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TIMSSin tulokset ja sitd seuranneet IEA-tutkimukset imartelivat Unkarin
turhamaisuutta. Muut vertailevat analyysit Unkarin ja muiden maiden TIMSSin
aineistosta osoittivat koulutusjdrjestelman vaiheet, joissa oppilaiden suoritukset
paranivat eniten, ja joissa oppilaiden suoritukset laskivat tai pysyivit ennallaan
peruskoulun jidlkeen. Padsykokeet peruskoulun jdlkeisiin kouluihin kohottivat
oppilaiden suorituksia, jotka eivét olleet pysyvid toisen asteen koulutuksessa.
Nama tulokset olivat puhuttelevimpia (Pertl 2000).

TIMSSin mukaan unkarilaisten tulokset olivat erinomaisia. Kahdeksannen
luokan oppilaat Koreassa, Singaporessa, Hong Kongissa ja Kiinan Taipeissa
menestyivat merkitsevésti paremmin kuin muiden maiden
kahdeksasluokkalaiset. Né&diden neljgn huippumaan lisdksi japanilaiset
menestyivit merkitsevdsti paremmin kuin loput osallistuneet maat. Viro,
Belgian flaamilaiset ja my6s Unkari menestyivét erittdin hyvin (Mullis ym.
2005, 23).

Kuitenkin SIMS-aineiston analyysin mukaan matemaattisen tiedon
soveltamisessa menestyttiin vaatimattomasti (Szendrei 1991, 87). Nami
tutkimukset mahdollistivat oppilaiden ongelmanratkaisun tason ja
kognitiivisten tekijoiden kehityksen arvioinnin. Pddasiassa tuloksia arvioitiin
opetussuunnitelman tavoitteiden perusteella.

PISA® oli ensimmdiinen kansainvilinen tutkimus, joka ei mitannut
koulutiedon tasoa, vaan oppilaan ongelmanratkaisukykyd. PISAssa tutkittiin
oppilaiden kykyd kadyttdd tietojaan ja taitojaan tosieldimdn ongelmissa eikd
koulun opetussuunnitelman faktojen hallintaa.

5.4 Unkarilaisten tulokset PISA-tutkimuksissa

Ongelmanratkaisumalli PISAssa oli tdysin erilainen kuin aiemmissa
tutkimuksissa, jotka keskittyivdt vain yhteen aineeseen. Silti testien osat
vastasivat ongelmia, joita opetettiin joissakin yksittdisissd maissa (Dossey ym.
2000). Tutkimuksessa mitattiin neljdd perusajattelua: laadullista, méaarallistd,
analogista ja kombinatorista ajattelua. PISA-tutkimuksen ongelmat ja tulokset,
joissa mitattiin ongelman tunnistamista, padtoksen tekoa, systeemin analyysia
ja suunnittelua, jarkytti unkarilaisia opettajia ja paéttdjid. Sen sijaan, ettd Unkari
olisi ollut huippumenestyjda ongelmanratkaisussa, kuten oli ollut IEA-
tutkimuksissa, PISA-tulosten mukaan unkarilaisten oppilaiden saavutukset
monimutkaisessa ongelmanratkaisussa olivat kansainvilistd keskitasoa.
Kansainviélisten tutkimusten mukaan unkarilaiset oppilaat menestyvit hyvin,
jos he ovat tottuneet tehtdviin koulussa, mutta he soveltavat heikommin
tietojaan realistisiin ongelmiin. Taméa oli PISA-tutkimuksen tulos my®ds 2000-
luvulla (Vari 2003, 98). Opettajien viimeinkin tdytyi kohdata tulokset, jotka
selvdsti osoittivat, ettd oli harhakuvitelmaa ajatella, ettd tyypilliset ongelmat
opettaisivat ratkaisemaan oikeita ongelmia, tekemddn pddtoksida ja
suunnittelemaan ja analysoimaan tilanteita.
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5.5 Tutkimus viime vuosikymmenina

Unkarissa matematiikan koulutusta on tutkittu pé&ddasiassa (yleisen)
kasvatustieteen ndkokulmasta. Vain pieni mé&drd matematiikan kouluttajia on
panostanut matematiikan didaktiikan tutkimukseen. Pddsyyt ovat

1. Uuden matematiikan opetussuunnitelman hitaan etenemisen aikana
vanhemmat, opettajat ja poliitikot vastustivat muutosta. Opettajien
koulutuksessa tarvittiin erityisid ponnisteluita. Televisio, kansallinen radio
ja pdivdlehdet yrittivit vakuuttaa ihmisille, etteivdt uudistukset
vahingoittaisi oppilaita. Lisdksi piti vakuutella, ettd uusi opetussuunnitelma
voisi vélttdd “uuden matematiikan” darimmdisyydet.

Tama ei ollut oikea aika hiljaiselle tutkimusty®lle. Johtavat yliopistokouluttajat
yrittivdat helpottaa uuden opetussuunnitelman tavoitteiden saavuttamista
luennoillaan, artikkeleillaan ja kursseillaan.

2. 1980-luvun alussa koulujen tarkastusjdrjestelméd poistettiin. Siksi tyypilliset
nopeat informaatio- ja palautekanavat eivit endd toimineet. Didaktinen
tutkimusryhma  lakkautettiin.  Lisdksi  hallitus sulki kansallisen
koulutuslaitoksen (OPI). Opetusministerion uudet yksikot eivit vastanneet
koulutustutkimuksesta tai eivdt halunneet tutkia matematiikan opetusta.
Koulutustutkimus siirrettiin yliopiston vastuulle. Taloudellista tukea
koulutustutkimukselle ei taattu. Nopeasti muuttuva koulutuspolitiikka ja
jatkuva laitosten organisointi rikkoivat tutkijoiden vilit.

3. Tieteellinen kirjallisuus matematiikan opetuksesta ei ole ollut helposti
saatavilla Unkarissa. Tahan asti kirjastoilta on puuttunut rahaa ostaa lehtia
tai kirjoja, jotka on julkaistu Unkarissa. Kansainvélisten julkaisujen ja
kirjojen hintojen vuoksi on mahdotonta saada kansainvilista kirjallisuutta.
Tutkijat ja kouluttajat luottavat kansainvélisiin kaukolainoihin, joiden avulla
he saavat erityiskirjoja lahimmasta kirjastosta vain kuukauden odotusajalla.

5.5 Viimeaikaiset tutkimukset
5.6.1 "Szegedin tyopaja”

Yksi arvovaltaisimpia ja arvostetuimpia koulutuslaitoksia Unkarissa nykyé&dan
on ”"Szegedin tyopaja”. Sielld tutkitaan empiirisesti isoja otoksia, joissa
keskitytdan julkisen koulutuksen avainkysymyksiin, kuten luetun
ymmadrtamiseen, matemaattiseen perustaitoon tai loogisten kykyjen
kehitykseen.

Vuoden 2000 PISA-tutkimuksen mukaan unkarilaiset oppilaat suoriutuvat
keskitasoisesti tai heikommin soveltaessaan tietojaan matematiikasta ja
luonnontieteistd monimutkaisessa ongelmanratkaisussa. Lisdksi Szegedin
yliopiston tutkimukset paljastivat, ettd vaikka unkarilaislapset saavat valtavia
madrid koulutietoa, he eivdt osaa soveltaa tietojaan kovin hyvin. He osaavat
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ratkaista tehtdvid, joissa toistetaan koulun opetussuunnitelman taitoja, mutta he
eivdt osaa kdyttdd taitojaan koulun ulkopuolella tavallisissa jokapdivdisissd
tilanteissa. Sdaannonmukaisesti oppilaiden péddtokset perustuvat naiiveihin
ideoihin tai vadrinkdsityksiin. Eldvd kuvaus tdstd on loydettdvissd Csikosin
tutkimuksista (1999; 2003, 44), joissa verrataan neljasluokkalaisten suorituksia.
Csikosin tutkimuksissa kadytettiin 20 matemaattista sanallista ongelmaa
Verschaffelin, de Corten ja Lasuren (1994) tyostd. Unkarilaisessa testiversiossa
oli kymmenen samaa vakio- ja rinnakkaisongelmaa realistisessa tekstissa kuin
alkuperdisessd kokeessa. Testilld tutkittiin 10 —11-vuotiaita oppilaita. Tulokset
olivat samansuuntaisia kuin aiemmissa kansainvalisissd tutkimuksissa. Vaikka
oppilaat ratkaisivat vakio-ongelmat hyvin, heiddn suorituksensa laskivat
radikaalisti, kun ongelmat esitettiin realistisessa kontekstissa (ks. taulukkoa 2).

Taulukko 2. Unkarilaisten vakio-ongelmien ja realististen ongelmien tulokset ja
Verschaffelin ym. (1994) tulokset realististen ongelmien ratkaisusta

Ongelman Unkarin tutkimus 2002, N = 280 Verschaffelin ym.

konteksti tutkimus 1994
Vakio-ongelma |Realistinen Realistinen ongelma
(%) Ongelma (%) (%)

Ystavat 98 18 11

Laudat 71 14 14

Vesi 96 17 17

Bussi 89 36 49

Juokseminen |67 2 3

Koulu 92 7 3

Pallo 37 82 59

Ika 85 0 3

Naru 46 4 0

S4ilio 52 1 4

5.6.2 Euroopan matematiikan opetusperinne -projekti

Hiljattain Euroopan Unioni (EU) muutti talouspolitiikkaansa ja alkoi tukea
kansainvalisid tutkimuksia. EU:n sateenvarjon alla tutkimusryhmd Eoétvosin
yliopistolta osallistui luokkahuonetutkimukseen METE-projektissa (Euroopan
matematiikan opetusperinne) (Andrews 2005a, b).

METE-projekti oli viisisuuntainen, EU-rahoitettu vertaileva tutkimus
matematiikan opetuksesta flaamilaisessa Belgiassa, Englannissa, Suomessa,
Unkarissa ja Espanjassa. Namd maat edustavat hyvin Euroopan sosio-
taloudellista monimuotoisuutta ja monimuotoisia matematiikan saavutuksia
viimeaikaisissa kansainvilisissd vertailuissa, kuten TIMSSissd, PISAssa ja
niiden toistetuissa versioissa. Projektissa kerdttiin aineistoa matemaattisten
avainkdsitteiden opetuksesta neljdltd tai viideltd oppitunnilta, joiden opettajat
edustivat kunkin maan tavanomaista parempaa opetusta. Koulumatematiikkaa
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edustavat aiheet olivat prosentit (aritmeettinen soveltaminen) ja polygonit
(rutiininomainen geometrinen aihe) luokilla 5 tai 6, polygoneja (ei vain
rutiiniaiheena geometriasta, vaan tilaisuutena tutkia opetussuunnitelman
jatkuvuutta) ja lineaarisia yhtdloitd (formaalin algebran aihe) luokilla 7 tai 8.
Tietojenkerdystd edelsi vuosi opetuksen havainnointia jokaisessa maassa, jotta
voitiin kehittdd kehys matematiikan tuntiaktiviteettien kuvausta ja analyysia
varten. Oppitunneilta havainnoitiin seuraavia kohtia:

1. opetusepisodin matemaattiset tavoitteet tai tulokset

2. opetusepisodissa esitettyjen tehtdvien matemaattinen konteksti ja

3. opettajien kdyttamat strategiat luokkatoiminnoissaan. (Projektin termeilla
episodi oli se osa tuntia, jossa opettajan didaktinen intentio pysyi samana.)
(Torsk 2007, 3).

Judit Torokin ja Eva Zseredin tulokset olivat lupaavia ongelmanratkaisusta
Unkarissa. Viime vuosikymmenelld Unkarissa on lisdtty opiskelijoiden maaraa
yliopistossa. Siksi haluttiin tutkia 5 —8-luokkalaisten ongelmaratkaisutaitoja.

5.6.3 Opettajaopiskelijoiden ongelmanratkaisutaidot

Erzsébet Zsinké (2006) tutki opettajaopiskelijoiden ongelmanratkaisutaitoja ja
asennetta matematiikkaa kohtaan. Tutkimuksen tavoitteena oli selvittdd, onko
opiskelijoilla sellaisia ongelmanratkaisutaitoja, joita heiddn tdytyy kehittdad
oppilaissa valmistuttuaan opettajiksi. Tutkimus sisdlsi myos kyselyn, jonka
tarkoituksena oli selvittdd opiskelijoiden matematiikkakiinnostus ja mielipide
matematiikan tdrkeydestd. Kyselyllda selvitettiin my6s opettajaopiskelijoiden
tyytyvdisyys omiin ongelmanratkaisutietoihinsa.

Kolmannes opiskelijoista oli tyytyvdisid ongelmaratkaisutaitoihinsa. Osa
opiskelijoista piti taitojaan vaatimattomana, vaikka ratkaisivat kaikki viisi
ongelmaa oikein. Osa opiskelijoista ratkaisi vain yhden tehtdvin oikein, mutta
pitivdt taitojaan hyvind. Yli 40 prosenttia opiskelijoista, jotka pitivdt omia
taitojaan hyvind, menestyivat hyvin, 70 prosenttia opiskelijoista, jotka pitivét
tietoaan tyydyttdvind, menestyivat tyydyttdvasti tai paremmin. Tutkimus
osoittaa, ettd yliopiston on varmistettava, ettd opiskelijjoilla on hyvad ymmarrys
omista taidoistaan. Yliopistokoulutuksen suurin haaste on, miten voidaan lisata
opettajaopiskelijoiden ongelmanratkaisutaitoja hyvin suunnitelluilla opinnoilla.

5.6.4 Tutkimus ongelmanratkaisustrategioiden opettamisesta

Jozset Kosztolanyin (2006) tutkimuksen tavoitteena oli selvittdd, edistdako
hyvin suunniteltu ja suoritettu kurssi opiskelijoiden ongelmanratkaisustra-
tegioiden soveltamista. Kosztoldnyi sovelsi tyossddn Alan Schoenfeldin eri
ongelmanratkaisumetodien tehokkuustutkimusta (Schoenfeld 1980; 1983; 1985;
1994).
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Kosztolanyi kaytti tyypillistd unkarilaista ongelmanratkaisuympaéristoa.
Alkukoe mittasi, miten opiskelijat tunnistivat ja sovelsivat strategioita annetun
ongelman ratkaisussa. Sittemmin koulutukseen osallistuneet opiskelijat
tyoskentelivdt itsendisesti ratkaistakseen 30 ongelmaa. Sitten ongelmista
keskusteltiin sekd matemaattisesti ettd koko luokan kdyttamdn metodologian
ndkokulmasta. Liitteessi 4 on yksi esimerkki ongelmista. Loppukokeessa
mitattiin opiskelijoiden ongelmanratkaisustrategioiden soveltamista.

Tutkimuksen tulokset osoittivat, ettd opettajankoulutuksessa tarvitaan
heuristisen ongelmanratkaisun opettamista matematiikassa. Ongelmanratkaisu
suuntaavien kysymysten avulla vaikuttaa tehokkaammin kuin luento
opiskelijoita strategioiden omaksumiseen.

5.6 Yliopiston padasykokeiden muutos

Yliopiston péddsykoejdrjestelma vaikutti voimakkaasti lukioiden ongelman-
ratkaisun opetukseen. Vuoteen 2005 vuoteen asti oli erityinen, pddasiassa
kirjallinen matematiikan koe kaikkiin yliopisto-opintoihin, joissa erikoistutaan
matematiikkaan, fysiikkaan, teknologiaan ja taloustieteisiin.

Opiskelupaikkarajoitusten takia yliopistoissa pddsykoe palveli ldhinnd
porttina. 1980-luvulla 25 prosenttia ikdluokasta pyrki yliopistoon. Hakijoitten
mddrd on noussut 50 prosenttiin viime vuosina. Pddsykokeen kaksi viimeistd
ongelmaa olivat erityisen vaikeita. Pddsykoejdrjestelmd kangisti toisen asteen
koulujen opetusta. Monet opettajat panostivat huippuoppilaiden opetukseen
matematiikan tunneilla. Oppilaiden tdytyi kdyttdd aikaa koulun ulkopuolella
valmistautuakseen paddsykokeisiin.

Vuonna 2005 erillinen p&ddsykoe yliopistoon poistettiin. Kelpoisuus
madritelldadn ylioppilaskirjoitusten tulosten, lukion arvosanojen ja vieraiden
kielten arvosanojen perusteella.

Vuodesta 2005 ldhtien ylioppilastutkinto on ollut kaksitasoinen, keski- ja
korkeatasoinen. Periaatteessa molemmat tasot oikeuttavat yliopisto-opiskeluun.
Matematiikan ongelmat ylioppilastutkinnossa  liittyvdt  jokapdivdisiin
ongelmiin, mutta p&ddosa ongelmista ovat koulussa opetettavia ongelmia.
Liitteessd 5 on muutamia esimerkkejd keskitason ylioppilastehtdvista.
Luonnollisesti korkeatasoisen kokeen matematiikan sisdltd vaatii opettajien
jatkuvaa opiskelua. Jotkut ongelmakirjat, esimerkiksi Imre Réabain kirjasarja,
auttavat.

5.7 Koulun ulkopuoliset foorumit

5.8.1 Matematiikkalehdet

Ongelmanratkaisua ei opita ainoastaan luokissa. Vuonna 1894 luonnontieteen
opettaja Daniel Arany alkoi toimittaa kuukausittain ilmestyvdd lehted

matemaattisesti lahjakkaille oppilaille. Kozépiskolai Matematikai Lapok
(KoMaL),  matematiikkalehti  toisen  asteen  kouluille tuli myos
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ongelmanratkaisutiedon ldhteeksi (Radnai 1988). Useat matemaatikko- ja
tiedemiessukupolvet ovat kehittdneet kykyjdan KoMaLin avulla. Kuten Hersh
ja John Steiner (1993, 15) huomauttivat:

Kun George Polyaa (1887-1985) pyydettiin selittdmdin niin monen erinomaisen matemaatikon
ilmestymisti Unkarissa 1900-vuosisadan alussa, yksi Polyan kolmesta selityksesti oli matematiikkalehti
toisen asteen kouluille, joka stimuloi kiinnostusta matematiikkaan ja valmensi oppilaita kilpailuja varten.

Vuonna 1994 Sandor Roka perusti ABACUS-nimisen lehden, jossa ilmestyi
matematiikkaa kuukausittain 10—14-vuotiaille oppilaille, opettajille ja
matematiikasta kiinnostuneille. Lehti vailitti matematiikkaa ammattimaisen
tarkasti, mutta sitd oli nuorten lukijoiden helppo ldhestya. Sitd julkaistaan
sdannollisesti, ja sen taitto on esteettisesti miellyttavad. Kolumnien tekijdt ovat
opettajia ja yliopisto-opiskelijoita eri puolilta Unkaria (Szendrei & Zsitanyi
2007).

5.8.2 Elet és Tudomany

Elet és Tudomany (Elimé ja Tiede) -lehti on jérjestanyt 30 vuotta kilpailuja
matematiikassa. “Ajattelun koulussa’ (A gondolkodas iskoldja) kilpailijoiden
taytyy ratkaista kymmenen ongelmaa kirjallisesti. Ratkaisuyritykset, oikeat
ratkaisut ja lisamerkinnét julkaistaan.

Ongelmien tekstit eivat “sepitettyjd’ matematiikan ongelmia. Pdinvastoin
monissa tapauksissa hyvin maaritelty matematiikan ongelma on ilmaistu siten,
ettd siitd saadaan kiinnostavasti tekstitetty ongelma. YIli 1000 kilpailijaa
osallistuu ajattelukouluun. Matematiikan opettajat Janos Herzczeg, Istvan
Reiman ja Janos Pataki jarjestavét kilpailun. Tyypillinen ongelma on liitteessa 6.

5.8.3 Kansalliset kilpailut

Yksi Unkarin kansallisesta ongelmanratkaisutoiminnasta on matematiikka-
kilpailujdrjestelmd, olympialaiset (Burkhardt ym. 1984, 106). Alussa kilpailut
palvelivat matemaattisesti erittdin lahjakkaiden oppilaiden kehitystd. Mitd tama
tarkoittaa? Onnistumisen toivossa oppilaat ja opettajat kdyttavat ylimaardista
energiaa ja aikaa matematiikan opettamiseen ja oppimiseen. Luonnollisesti
eivdt ainoastaan ne oppilaat, jotka onnistuvat matemaattisissa kilpailuissa, ole
lahjakkaita matematiikassa. Voittaakseen kilpailun oppilaat tarvitsevat paineen
sietokykyd enemmain kuin luovuutta ja korkeatasoista tietoa. Jotkut oppilaat
suoriutuvat paremmin kilpailussa kuin vdhemmaén stressaavassa tilanteessa.
On monia lahjakkaita oppilaita, jotka tarvitsevat aikaa ja syventymistd
onnistuakseen ongelmanratkaisussa.

Paddosa unkarilaisista kansallisista kilpailuista sisdltdd ongelmia, joiden
ratkaisemiseen tarvitaan pitkd aika keskittyneeseen tyohon. Osallistujien on
kirjoitettava ratkaisunsa yksityiskohtaisesti ja todistettava se. Joskus
matematiikan kirjojen kadyttd on sallittua. Véahintdan kaksi itsendistd
kilpailukomitean jdsentd arvioi oppilaiden ratkaisut, mutta kaikki komitean
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jasenet yleensd lukevat voittajien tyot. Ongelmat ratkaisuineen julkaistaan
ajoittain, jotta opettajat ja oppilaat voivat oppia kilpailuista.

Yksi korkeatasoisimmista on matematiikkakilpailu Miklés Schweitzerin
muistolle. Siind lukiolaiset ja yliopisto-opiskelijat voivat ratkaista ongelmia
kotona. Matematiikkojen yhteiso ei auta opiskelijoita.

Koska osallistuvien yldasteiden ja lukioiden oppilaiden méédra kasvaa, on
tarkedd lisatd kilpailuja, jotta lapsilla on enemmain tilaisuuksia onnistua.
Kilpailut ovat pddasiassa 14 —20-vuotiaille.

Sen jdlkeen kun matematiikan opetussuunnitelma muuttui vuonna 1978,
kilpailuja  suunniteltiin 10 —14-vuotialle. = Mydhemmin Matematikaban
Tehetséges Gyerekekért Alapitvany (Mategye) (Matemaattisesti lahjakkaiden
lasten sddtio) suunnitteli kilpailun noin 8—14-vuotiaille oppilaille. Téssa
kilpailussa kdytetddn monivalintaongelmia, mutta on myos 10 —14-vuotiaiden
kilpailu, jossa vaaditaan jokaisen ongelman yksityiskohtaista ratkaisua. Noin
5—7 ongelmaa tdytyy ratkaista kolmessa tunnissa.

5.8.4 Matemaattiset harrastusryhmat ja matematiikkaleirit

Matemaattisesti lahjakkaiden koulutus Unkarissa ndyttdd kadehdittavalta.
Tama on ollut mahdollista, koska opettajat ovat aina panostaneet lahjakkaiden
oppilaiden harrastuksiin. Viimevuosina Lajos Pésan ja hdnen oppilaidensa
panostus matematiikkaleireihin on avannut mahdollisuuksia keskitasoa
paremmille oppilaille.

6 Yhteenveto

Téssd tutkimuksessa olemme analysoineet 40 vuoden kehityssuuntia Unkarissa,
erityisesti tutkimusta ja innovaatioita, jotka ovat vaikuttaneet ongelmaratkaisun
kehittymiseen matematiikassa. Useista merkittdvistd tuloksista, joista osa on
myds tunnustettu ulkomailla, ehdottomasti merkittivin on Tamds Vargan
matematiikan opetuskokeilu. Se on merkittdva sekd sisdllollisesti ettd
didaktisesti.

Vargan opetuskokeilu paransi erityisen merkittdvasti suuren ihmismaaran
matemaattista ajattelua. Mallit matemaattisessa ajattelussa voivat ratkaista
tosieldamaén tilanteita. Uusilla koulumatematiikan siséltoalueilla Tamés Varga ei
ainoastaan lisinnyt ongelmanratkaisumallien m&ddrdd, vaan pani ne kdytantoon
peruskoulussa. Tdmad monimuotoisuus olisi voinut helposti aiheuttaa lapsissa
kaoottisen ja hajanaisen tunteen sekd matemaattisen tiedon kehittymisen. Varga
valtti tdmdn kuvaamalla monimuotoisuutta sateenkaarella, jonka varit
kaareutuvat vierekkdin taivaalla matematiikan tavanomaisen kaaren kanssa.

Toinen Vargan kokeilun tekija oli opettajan nerokkuus. Varga tunsi
pedagogiikan ja psykologian viimeisimmait saavutukset ja syrjdytti ne omalla
erikoisalallaan. Han piti matematiikan opettamisesta, joka on aina ollut herkka
aihe. Vargan mukaan matematiikka on kaikkien ilon ldhde. He kehitti monta
leikkisdd harjoitusta ja teki nokkelia ja osuvia huomioita opettaessaan. Hanen
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matematiikan didaktiikkansa perustui (jo tuona aikana!) ryhmityohon, jota
tanddn kutsutaan yhteistoiminnalliseksi oppimiseksi. Hdn korosti sosiaalisten
taitojen kehittdmistd ryhmdtyossd. Tamd on nykyisessd opetussuunni-
telmassamme nimelld “yhteinen patevyys”. Myos eriyttaminen oli valttimaton
osa hdnen ldhestymistapaansa luokissa, joissa oli jopa 40 oppilasta.
Kehittdessdan innovatiivisia harjoituksia ja monisteita, jotka ovat
kayttokelpoisia nykyisinkin, Varga sovelsi konstruktiivisen pedagogiikan
perusideaa: jokaisella oppilaalla on erilaiset kyvyt eri alueilla ja kaikkia n&ita
kykyjd pitdd kehittaa.

Varga itse arvioi, ettd noin 100 vuoden kuluttua, toisaalta opettajat
sitoutuvat tdysin ndihin uusiin matematiikan opetusmenetelmiin, ja toisaalta
yhteiskunta on valmis hyviksymdan nimd menetelmét. Uudet ongelmatyypit
ovat loytdneet tiensd opetukseen ldhes vaivattomasti. Ala-asteen opettajat
hyvaksyivit ja sovelsivat uutta matematiikkaa jokapdivdisessd opetuksessaan,
mutta vain pieni vdhemmisto yldasteen opettajista. Ylemmalld kouluasteella
opetus perustuu hdadin tuskin ndihin uusiin késitteisiin. Ndin kohtaavat Gyorgy
Pélyan, Tamas Vargan ja monen muiden unelmat, joissa ongelmanratkaisu ei
ole pelkoa herittdvad, vaan kaikkien nauttimaa turvallista dlyllistd urheilua
(Polya 1945; 1954; 1957; 1981). Nykyinen opettajankoulutus on muuttunut, jotta
se vastaisi Unkarin uuden kansallisen opetussuunnitelman vaatimuksia, mutta
lukion opettajien koulutus on muuttunut vdhdn. Silti  monet uskovat
virheellisesti, ettd hyvd matematiikan opetus perustuu ainoastaan opettajan
laadukkaisiin = ongelmanratkaisutaitoihin. Taman vuoksi vield nykyisin
opetetaan paljon vdhemmidn matematiikan didaktiikkaa kuin itse
matematiikkaa.

Olemme tyytyvdisid, ettd uusissa GCSE-koetehtdvissd on puhtaasti
matemaattisten tekijoiden lisdksi véarikds konteksti. Koetehtdvissda on useita
ongelmia. Ne ovat ehdottomasti vaikuttaneet suotuisasti toisen asteen
matematiikan  opetukseen. Bolyai Jdnoksen matemaattinen yhteiso,
matemaatikkojen ja matematiikan opettajien organisaatio, on tukenut vankasti
innovaatioita. Tieteellistd tutkimusta matematiikan didaktiikasta vahvistaa
filosofian tohtorin arvosana, joka edistdd tutkimustulosten soveltamista
opetukseen. Yliopisto on siis panostanut didaktiseen tutkimukseen, jonka
tieteellistd validiteettia sd@nnollisesti aliarvioidaan. Viimeisend, mutta ei
vdhdisimpdnd, on rohkaisevaa huomata, ettd on kulunut 30 vuotta, kun nama
uudet matematiikan opetuksen ldhestymistavat esiteltiin. Varga oli oikeassa:
suunnitelmamme toteutuvat niin lyhyesséd ajassa kuin 70 vuotta.
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Artikkeli on julkaistu ZDM Mathematics Education -lehdessa 2007, 39,
443 —458. Artikkelin ovat suomentaneet Pirjo ja Henrik Tikkanen. Artikkeli
julkaistaan Varga—Neményi ry:n 5-vuotisjuhlajulkaisussa Julianna Szendrein
kirjallisella luvalla.

Liitteet

Liite 1. Taulukko 3. Osa kansallisesta opetussuunnitelmasta (NAT 2003), ongelmien hallinta ja
ratkaisu

Luokat1—4 [Luokat5—6 |Luokat7—12
Ongelman ymmarrys (ongelmatilanteen kokemus); herkkyys ongelmille

Luetun ja kerrotun ongelman ymmaértdminen tilanteessa ja tarinassa; vilineiden kaytto
ymmartdmisen apuna (toiminta luonnollisissa tilanteissa, kuvien tekeminen, tilanteesta
puhuminen, kysymysten kielentdminen, tietoisuus tunnetusta tai merkitsevéstd ongelman
aineistosta, olennaisen erottaminen epédolennaisesta)

Viittely tunnetuista ja tuntemattomista tekijoistd; olettamusten
ja kysymysten kielentdminen; katsaus yksinkertaisiin
ongelmiin.

Késiteltdvan ongelman yksinkertaistaminen aiemmin opittujen
ongelmien avulla.

Valinta, matemaattisen mallin muodostaminen ongelmasta.
(Ongelman purku; yleisndkdkulma monimutkaisesta
ongelmasta. Uudelleenmuotoilu tunnetummaksi ongelmaksi;
analogien etsinta.)

Ratkaisu matemaattisilla skeemoilla. Tieto matemaattisista skeemoista (esim. avoimista
lausekkeista, kuvaajista, jaksoista, funktioista, funktioiden kuvaamisesta, tietokoneohjelmista,
tilastollisista analyyseista), sen soveltamisen metodeista ja rajoista (tarkkuus, sovellettavuus).
Itsearviointi; Vastuun ottaminen tuloksista.

Useiden ratkaisumetodien etsiminen, vaihtoehtoisten ratkaisujen vertailu

Parhaitten ongelmaratkaisumenetelmien valinta perusteluineen.

Ratkaisun liitdminen alkuperdiseen ongelmaan. Ratkaisun vertaaminen ehtoihin, hypoteesiin
ja todellisuuteen.

Keskustelu. (Mahdollisuuksien laskeminen. Pohdinta, miten ja
milld tavoin ehdot vaikuttavat tulokseen, kuinka ratkaisu
muuttuu, jos ehtoja poistetaan tai muutetaan.)

Vastaaminen suullisesti ja myShemmin kirjallisesti.

23



Liite 2. Taulukko 4. Koulutus on pakollista 18 ikdvuoteen asti

Taulukko IV

Unkarin koulutusjariestelma (2007)

Koulutuksen|Esikoulu Pakolliset opinnot Toisen asteen
tyyppi jalkeinen koulutus
Aloitusika |3 6 18- 10 12 14--18 Ylioppilastutkinnon
jalkeen
Instituution [Lastentarha |Peruskoulu {Altalanos iskola) Ylempi toinen aste
nimi {Ovoda) (Kazepiskola)
Yleinen alempi ja ylempi toisen asteen koulu
(kesto 8 vuotta) (Gimnazium)
Yleinen alempi ja ylempi toisen asteen
koulu (Gimnazium) (kesto & vuotta)
Yleinen ylempi toinen aste
(Gimnazium} (kesto 4
yuotta)
Ammatillinen toisen asteen
koulu (Szakkizépiskola)
Ammatillinen koulutus
(Zsakiskola)
Yliopisto
korkeakeoulu

Ammatilliset opinnot saa aloittaa 16-vuotiaana, siihen asti oppilaat ovat peruskoulutuksessa.

Liite 3. Teht&va 4 (Radnai-Szendrei 1977)

e~

Jokainen paketti ylla olevassa kuvassa siséltad kymmenen tulitikkulaatikkoa.
(a) Kuinka monta tulitikkulaatikkoa on t&llad hyllylla?

(b) 52 laatikkoa myytiin
Selvitd kuvan avulla, kuinka monta laatikkoa hyllylle jai:
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Liite 4. (Kosztolanyi 2007,16)

Strategia: Jos tehtdvidssd saa arvata yhden kerran, péittele, kiytd toistoa tai pééttele sijoittamalla

luonnollisia lukuja tehtdvaan.

Ongelma: Onko totta, ettd kaikista kolmioista on leikattavissa n kappaletta tasakylkisid kolmioita

kaikilla positiivisilla arvoilla, jotka eivét ole pienempid kuin nelja?

Kysymykset

1. Yrits leikata joku kolmio neljaksi tasakylkiseksi kolmioksi. (Apukysymykset: 1. Voiko
kaikki kolmiot leikata kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi? 2. Voiko kaikki kolmiot
leikata kahdeksi tasakylkiseksi kolmioksi?)

2. Kuinka voisimme leikata vaihtoehtoisen kolmion 7; 10; 13; ...; 3k + 1 (k yht& suuri tai
suurempi kuin 1) tasakylkiseksi kolmioksi edellistéd tehtdvad hyodyntden? Kuinka se
voidaan yleistdd? Mitd muita tapauksia pitéisi todistaa, jotta voitaisiin vastata kylld
ongelman kysymykseen?

3. Yritd leikata joku kolmio viideksi tasakylkiseksi kolmioksi. Kuinka aikaisempia
tuloksiamme voisi kdyttda? Kuinka se tdytyisi leikata, jos kolmio on tasasivuinen ja kuinka,
jos kolmio ei ole tasasivuinen?

4. Yrits leikata vaihtoehtoinen kolmio kuudeksi tasakylkiseksi kolmioksi. Kuinka edellisia
tuloksia voisi kayttaa?

Liite 5. Ylioppilaskoe 9. toukokuuta 2006.

Osa 1 (11 ongelmaa, 45 minuuttia aikaa)

Ongelma 1. Kolmion sisempien kulmien suhde on 2:5:11. Kuinka monta astetta on pienin
kulma? (2 pistettd)

Ongelma 9. Neljan ihmisen yhti6 pitdéd yhteyttd sdhkopostitse. Jokainen heisté kirjoittaa
enintddn yhden sahkodpostin toisille. Kuinka monta kirjettd nelja ihmisté voisi enintdén kirjoittaa
viikossa? Valitse mahdollisuusluettelosta. Selitd vastauksesi. (2 pistettd).

Osa I1./B (135 minuuttia. Kaksi ongelmaa taytyy ratkaista ongelmista 12, 13 ja 14.)

Ongelma 13. TV-pelissd esitetddn viisi kysymystd. Jos kilpailija vastaa ensimmadiseen
kysymykseen oikein, hin voittaa 40.000 forinttia. Ennen jokaista seuraavaa kysymystd hinen
taytyy pdattad, kuinka prosenttia hdn voitoistaan riskeeraa: 50, 75 vai 100. Jos kilpailija vastaa
oikein, panostettu summa kaksinkertaistetaan. Jos kilpailija vastaa véddrin, hidn havida
panostamansa summan. Loput rahat kilpailija saa pitdé ja peli loppuu.

(a) Kuinka paljon kilpailija voi voittaa, jos hén vastaa kaikkiin 5 kysymykseen oikein
riskeeraten suurimman summan (100 %) joka kerran? (4 pistettd)

(b) Kuinka paljon kilpailija voi voittaa, jos hidn vastaa kaikkiin viiteen kysymykseen oikein
ja pelaa varovaisesti panostaen pienimmén mahdollisen osuuden (50 %) joka kerta? (4
pistettd)

(c) Kilpailun aikana yksi pelaajista vastaa ensimmaiseen neljaan kysymykseen oikein. Han
panosti 100 % ennen toista kysymysté ja 75 % ennen kysymyksia 3, 4 ja 5. Han vastasi
véddrin viimeiseen kysymykseen. Kuinka paljon rahaa hin sai mukaansa? (5 pistettd)

(d) Kilpailija vastasi kaikkiin viiteen kysymykseen oikein ja panostaa yhden vaihtoehdoista
samalla todennidkoisyydelld. Mikd on todenndkoisyys ettd han suurimman mahdollisen
summan? (4 pistettd)
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Liite 6. Ajattelukoulu (El4ma ja tiede 21. marraskuuta 2005)

Kuten joka vuosi, Andras tdndkin vuonna osallistui perinteiseen syksyiseen maastojuoksuun.
Kilpailun lopussa maasto oli melko vaativaa ja edelld juoksevan kilpailijan kiinniotto vaikeutui,
joten tasapelejd ei tullut. Andras ei ollut tyytyvédinen suoritukseensa. Hidn on aika vaitonainen
koko jutusta ja sanoo vain tdmén: Hin ei odottanut, ettd hénet ohittaisi niin moni kilpailija,
mutta samaan aikaan on lohduttavaa tietdd, ettd hdn myos juoksi ohi juuri niin monesta
kilpailijasta, kuin maaliin p&dédsi ennen héntd. Yksi ohitetuista kilpailijoista oli Béla, joka on
tyytyvdinen kymmenenteen sijaansa, kun Csaba, joka yleensd voittaa hédnet, pddsi vain 16.
sijalle. Miké oli Andraksen sijoitus tdssa kilpailussa?

Henkil6t ja lyhenteet

1. Peter Rozsa (1905-1977) matemaatikko, vastaava jasen Unkarin Tiedeakatemiassa

2. Tibor Gallai (1912-1992) matemaatikko, vastaava jasen Unkarin
Tiedeakatemiassa

3. OPI oli virallisen kansallisen koulutuslaitoksen (National Institute of

Education) nimi Unkarissa

Tamas Varga (1919-1987), matemaatikko

5. CIEAEM Commission Internationale pour I'Etude et I’ Amélioration de
I"Enseignement des Mathématiques.

6. SIMS 1980 Second International Mathematics Study

7. TIMSS 1995 Third International Mathematics and Science Study.

8. IEA International Association for the Evaluation of Educational
Achievement

9. PISA Programme for International Student Assessment

L
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Eszter C. Neményi

LUOVA AJATTELU JA TOIMINTA

Kun seuraat, miten pieni lapsi yrittdd avata tulitikkurasiaa, huomaat, ettd han
avaa ja sulkee suutaan. Liikkeillddn han matkii sitd, mitd tavoittelee. Vieraassa
paikassa vastaavalla tavalla autat itsedsi suuntautumisessa. Koko vartalosi,
kdtesi ja kdasivartesi spontaaneilla liikkeilld luot tarvittavat suunnat. Kun
seuraan puhumaan opettelevaa lastani ja lapsenlastani, huomaan, ettd hdn
yrittdd kdyttdd oivaltamaansa uutta sanaa seuraavassa lauseessaan. Han
tarkkailee vaikutusta, onnistuiko ymmartdaméan sanan. Pienelle lapselle 6 —8
ikdvuoteen saakka on luonteenomaista, ettd han tehden ja rakentaen luovasti
opettelee ja omaksuu uusia tilanteita, sanoja ja ongelmia. Katsotaan, minkalaisia
asioita lapsi voi muodostaa opiskellessaan matematiikkaa luvuilla ja
rakentaessaan geometriassa.

1 Lukujen muodostaminen erilaisin ehdoin

Mikd on tavallisesti lapsen tehtdvd koulussa? He saavat kiskyjd, joita heidin
taytyy toteuttaa: Laskee yhteen! Laske! Véritd! Taita! Laita nuoli pienemmasta
suurempaan! Valitse parilliset! Kieltdméttd koulutytssd tarvitaan nditdkin
toimintoja.

Kun tarjoamme oppilaille ongelmia, edellytimme heiltd aivan erityypistd
toimintaa. Antaessamme heille ongelman ratkaistavaksi odotamme heiltd luovaa
toimintaa, jolloin he saavat kdyttdd ajatteluaan ja mielikuvitustaan hyddyntden
omaksuttuja tietoja, taitoja ja vélineitd. Heitd ei m&dratd toteuttamaan tehtdavad,
vaan heille annetaan pddmdird. Jos pddmddra houkuttelee, lapset ldhtevit
mielelldan tavoitteelliselle tutkimusretkelle.

Laaditaan tdhdn tarkoitukseen sopivia tehtdvia:

1. Oppilas rakentaa annetuista luvuista annetuilla laskutoimituksilla
monenlaisia uusia lukuja.

2. Joitakin lukuja (tai numeroita) kdyttden oppilas muodostaa annetun luvun
tai mahdollisimman yhté suuren luvun.

3. Oppilas rakentaa annetuista numeroista luvun, jolla on tiettyja
ominaisuuksia.

4. Oppilas muodostaa annetuista numeroista kaikki mahdolliset luvut joillakin
ehdoilla.

Tamankaltaiset tehtdavit antavat mahdollisuuden jokaiselle tyoskennelld omalla
vilineistollddan, omien kykyjensd mukaan ja omassa tahdissaan. Jokainen
suorittaa paljon ajattelu- ja laskutoimituksia, vaikka tekee virheitdkin. Ndiden
pohtiminen, arvioiminen ja vertaaminen tavoitteeseen on kokonaisvaltaisempaa
ja inhimillisempdd kuin kdskyn toteuttaminen. Ndin tyoskennellen lapsi saattaa
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kohdata ylldttdavid wuusia ilmioitda ja seikkoja matkallaan pddmaardaan.
Tamdnkaltainen tyoskentely kehittdd sekd laskutaitoja ettd ajattelua
menestyksellisemmin kuin laskutehtdvien suorittaminen toinen toisensa
jilkeen. Katsotaan nyt pari esimerkkia kustakin tehtdvasta.

1. Uusien lukujen rakentaminen annetuista luvuista annetuilla
laskutoimituksilla.

1.1 Rakenna luvuilla 3 ja 5 merkkia + kdyttden uusia lukuja. Kumpaakin
lukua saa kdyttda kuinka monta kerta tahansa. Minkalaisia on
mahdollista rakentaa, minkélaisia ei ole mahdollista?

Huomattakoon, ettd tdssd on kysymys luvuista ei numeroista eli niit4 ei voi
laittaa vierekkdin: 35, 53, ...

Tamdantyyppisen tehtdvan ratkaisussa voidaan edetd seuraavasti:
¢ Lukujen muodostaminen ja niiden kirjaaminen

Esim. 8=5+3
13=5+5+3
12=3+3+3+3
26=5+5+5+5+3+3

e Kerdtddn ne luvut, joiden rakentaminen ei onnistunut. Sellaisia ovat 1, 2, 4 ja
7. Luokassa mahdollisesti on lapsia, joilta ei onnistu myoskaan lukujen 11 tai
17 rakentaminen.

e DPohditaan aavistuksia: toisaalta niitd lukuja, joita me emme onnistuneet
muodostamaan, ei kerta kaikkiaan voi muodostaa, toisaalta tiettyd lukua
suurempia luonnollisia lukuja, joita on mahdollista rakentaa.

Luokassa lasten ratkaisut tdydentdvat toisiaan. Huomataan, ettd lukujen 1, 2, 4
ja 7 rakentaminen ei onnistunut keneltikddn. Monet lapset yleensd vdiittavat
hyvin péaattaviisesti, ettd kaikki jotakin lukua suuremmat luvut aivan varmasti
ovat rakennettavissa. Eparoivit etsivdat kuumeisesti vastaesimerkkejd. Yhteinen
pohdinta ja rakentaminen yleensd vahvistaa aavistusta. Pienilld koululaisilla ei
vield ole todistamisen tarvetta, mutta on aiheellista keskustella heididn kanssaan
siitd, ettd kyseessd on aavistus. Vaikka tdllda kertaa ei loydetdkddn
vastaesimerkkejd, emme silti voi tietdd, etteiko joku suuri luku olisi sellainen,
jota ei todellakaan voi rakentaa.

Yritimme lasten kanssa todistaa aavistuksemme aikaisemman tietomme
perusteella. Todistaminen yleensi ei ole lasten ulottuvilla, koska heidédn pitdisi
kokeilla &drettomdn monta lukua tai tehdd yleistien loogisia pddtelmid.
Valitsemamme luvut 3 ja 5 ovat sellaisia, ettd seuraava ajatus sopii todistuksen
perusteeksi: Kaikki O:an pddttyvat kaksi- tai moninumeroiset luvut voidaan
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rakentaa pelkistd 5:sta. Jos luku pddttyy 3:en, 6:een tai 9:ddn, se voidaan
rakentaa lisddamalld 1, 2 tai 3 kappaletta kolmosta 0:an pdattyvaan lukuun, joka
rakennetaan pelkistd 5:sta. Jos rakennettava lukumme pddttyy 2:een, 5:een tai
8:aan, sitd 12, 15 ja 18 pienempi luku pdittyy 0O:an, joka rakennetaan pelkistd
5:staja 12, 15, 18 voidaan lisdtd siithen kdyttden neljdd, viittd tai kuutta kolmosta.
Tama on totta luvusta 12 alkaen: 0 + 12 on luvun 5 nollan kappaleen ja luvun 3
neljan kappaleen summa. Jos luku pédttyy 1:een, 4:ddn tai 7:4dn, se luodaan
lisdamalla 21, 24 tai 27 (jotka rakentuvat pelkistd 3:sta) 0:an pddttyvdadn lukuun
(joka rakentuu pelkistd 5:sta). Tdlld tavalla ei voida rakentaa lukuja 1, 4, 7
(periaatteessa ei kdy ndilld ehdoilla) eikd lukuja 11, 14 tai 17. Namd luvut
voidaan kuitenkin luoda yhdestd kappaleesta 5 ja 3:sta: 11=5+3 +3;14=5+3
+3+3sekd17=5+3+3+3+3.

Toinen todistus perustuu siihen, ettd kaikki luonnolliset luvut voidaan
luokitella kolmeen lukujonoon, jotka kasvavat kolmella.

0, 3, 6, 9 12,15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, ..
1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43, 46, ..
2, 5 8 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, 41, 44, 47, ..

Jos tédllaisesta lukujonosta 16ytyy yksi luku, joka rakentuu annetun ehdon
mukaisesti, jonon seuraavat luvut voidaan luoda lisddmailld pelkéstdadn
kolmosia. Ensimmadisessa lukujonossa tdma luku on 3; tdmén jonon kaikki luvut
rakentuvat siis pelkdstddn kolmosista. Toisessa jonossa ensimmdinen sopiva
luku on 10, kahden luvun 5 summa. Taméan jonon luvut siis voidaan muodostaa
kahdesta 5:sta ja jostain mddrdstd 3:ia. Tietysti on muitakin mahdollisuuksia
muodostaa ne. Kolmannessa lukujonossa luku 5 on ensimmdinen luku, joka
sopii ehtoihimme ja seuraavat luvut rakentuvatkin yhdestd 5:sta ja jostain
maddrastd 3:ia. Huomattakoon, ettd luku 0 myos vastaa ehtoja, koska ehto "vain
3, 5 ja + merkkid kdyttden’ tulkitaan niin, ettei muuta saa kadyttdd, mutta
yhtakadan lukua ja merkkia ei kéyteta.

Vastaavasti voimme todistaa aavistustamme luokittelemalla kaikki
luonnolliset luvut viiteen 5:114 kasvavaan lukujonoon. Kannattaa pohtia myos
tatd todistamista. Tdssd ei madritelld laskutoimitusta, jonka tulokseksi saadaan
jokin luku, vaan kirjoitetaan annettuja ja valittuja lukuja jossain muodossa,
jollakin niiden 'nimelld’. "Jokaisella luvulla on monta nimed!” tarkoittaa, ettd
seuraavanlaisessa merkinndssa

18=5+5+5+3=3+3+3+3+3+3

=-merkki ei yhdistd laskutoimitusta ja sen tulosta, vaan lukuja toisiinsa. Tédssd
mielessda merkitsemistavassa ndkyy hyvin =-merkin suhteen symmetria eli
luvun 18 kaksi muotoa 5 +5+5+3=18ja 18 =5+ 5 + 5 + 3 eivit ole erilaisia.
Molemmat merkintdtavat ilmaisevat luvun 18 kahta eri muotoa ja kahta eri
nimed. Tdstd seuraa sekin, ettd kunkin luvun erilaiset muodot ovat kyseisen
luvun tasavertaisia edustajia.
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Jos oppilaamme omaksuvat jokaisen luvun monenlaisia  nimid,
laskiessaan he oivaltavat tehtdvddan parhaiten sopivat muodot. Esimerkiksi
lukuun 7 he lisddavat luvun 8 siten, ettd kdyttavat luvusta 8 muotoa 3+5, lukuun
7 he lisddvat ensin 3 ja sitten 5. Oppilaat saattavat kayttdd luvusta 8 muotoa 10-
2, lukuun 7 he lisddvét ensin 10 ja sitten vahentdvat 2. Mahdollisesti oppilaat
tuntevat hyvin summan 7+7=14, joten he laskevat 7+8 muodossa 7+7+1. Tastd
ajattelutavasta on heille hyotyd myohemminkin. Opiskellessaan ylemmilld
luokilla algebraa oppilaille tulee vihemman ongelmia jakolaskussa, jossa jakaja
on summamuotoinen luku, koska he ymmartdavat, ettd jakaja on luku eikd
laskutoimitus. T4lloin oppilaiden mieleen ei tule jakaa lukua kahdella luvulla
erikseen, esimerkiksi 24/ (2+4) ei ole 24/2 + 24 /4.

Tehtdvan ehtoja voi olla toisenlaisiakin, annetaan esimerkiksi luovan
toiminnan perusmateriaaliksi

e luvutl, 2,4, 8ja16 sekd merkki + tai

e Juvutl, 3,9, 27 ja 81 sekd merkki +, ym.

1.2 Muodostetaan lukuja syntymédvuoden numeroista.

Esimerkki: Muodostetaan lukuja syntyméadvuodestamme 1992. Lukujen
muodostamisessa saa kdyttdd mitd tahansa laskutoimitusta. Numeroita
saa kirjoittaa my0s vierekkdin, mutta jokaisen luvun jokaisessa nimessa
saa esiintyd enintddn yhden kerran luku 1 ja luku 2 ja 2 kertaa luku 9.

Tehtdvidn ratkaisussa voidaan edetd seuraavasti:

o Kaisitellddn luvut jarjestyksessd. Esim. Voitko muodostaa luvun 0? (0 =9 -9
tai0=1-(9/9)) Entd luvun 1? ... Kaikki luvut saa muodostaa monella eri
tavalla.

e Kootaan syntyneet lukujen eri nimet. Lapset saavat merkitd nimikirjaimensa
omiin keksintoihinsd, mikd yleensd motivoi lapsia.

Monia lukuja ei pystytd muodostamaan ja tiettyd lukua suurempien lukujen
joukossa on yhd enemmain lukuja, joita ei voida muodostaa. Mutta jokainen
yritys mobilisoi lasten tietoja ja taitoja. He laskevat koko ajan, vaikka
virheitdkin syntyy. Kun oppilaat tarkistavat omia ja kavereiden ratkaisuja,
kehittyy heidédn arviointikykynsad. He kehittyvat myos vdittamien totuusarvojen
pohdinnassa. Oppilaat voivat myos valita vditteistd mielenkiintoisia ja erityisen
kauniita vditteita.

2. Joitakin lukuja (tai numeroita) kdyttden muodostetaan annettu luku tai
mahdollisimman yhté suuri luku.
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2.1 Magimixer -nopalla

Hollantilaisen matematiikan professori Wil Oonkin lelu, joka oli alun perin
kukanmuotoinen viline, jossa 5+2 noppaa pydritetddn yhdessa.

Kéytettdavissd on 5 noppaa, tavanomaisesti numeroituna 1 — 6. Tarvitaan vield
kaksi erivdristdi noppaa, joista toisessa numerot ovat luvut 1—6, mutta
toisessa ovat luvut 10, 20, 30, 40, 50 ja 60. Ensin heitetddn ndilld kahdella
nopalla ja kirjoitetaan niiden antamien lukujen summa. Tamén jdlkeen
heitetddn viidelld nopalla ja niiden antamista luvuista tdytyy muodostaa
dsken saatu kaksinumeroinen luku tai mahdollisimman yhta suuri luku.

Huomataan, etti timi leikki eroaa aikaisemmista kahdella tavalla. Toisaalta
on muodostettava tietty luku tai mahdollisimman yhtd suuri luku. Toisaalta
kaikki 5 lukua on kaytettdvad. Suosittelen, ettd Lukija pelaa muutaman erdan
ystdvien kanssa. Sattuma tarjoaa monenlaisia uusia tilanteita. Aikuisten
kannattaa sitten pohtia yhdessd, mitd kaikkea tdmédntyyppinen peli antaa
lapsille:

- Miksi tdmd toiminta on niin hauskaa?

- Minkadlaisia kykyjd se panee liikkeelle, minkdlaisia se kehittdd?

- Minkilaisia taitoja se kehittda?

- Miksi arviointikyky on tarkedd lukujen muodostamisen kannalta?

- Miten lapset voivat arvioida tuloksiaan?

- Miksi erojen tutkiminen on tdrkedd seuraavien lukujen muodostamisessa?

Tamédn leikin ansiosta lapset kartuttavat tiedostamattomasti opiskellen
kokemuksiaan laskutoimitusten vaikutuksesta: Milld laskutoimituksella lukua
voidaan kasvattaa eniten, milld ei niin paljon? Miten luku voidaan pitdd
muuttumattomana? Eri muodossa tuotettavan luvun 0 lisddaminen,
vdhentdminen, eri muodossa tuotettavalla luvulla 1 kertominen ja jakaminen.
Tdssd leikissd korostuvat laskutoimitusten jdrjestys ja kirjoitettaessa sulkujen
kaytto.

Esimerkiksi kahdella nopalla heitettyjen kahden luvun summa on 34 ja titd
lukua ldhestytdan laskemalla keskenddn viisi lukua: 2, 2, 4, 5 ja 6.
Mahdollisia  kokeiluja ovat esimerkiksi: kerrotaan Iluku (4+5+6)
kahdella ja lisdtddn 2, saadaan 32. Kerrotaan luku (6+2) neljalld, saadaan 32.
Siihen lisdtddn 5 ja vahennetddn 2, saadaan 35, joka on lahempand lukua 34 kuin
dsken saatu 32. Eroksi luvusta 34 saadaan 1 my®0s, jos lukuun (6x2x2) lisdtdan
luku (4+5), jolloin luku on 33. Jos taas lukuun (5x6) lisdtddn luku (4+2) ja
otetaan 2 pois, pddstddn tdsmdlleen lukuun 34. Sama luku muodostetaan
tasmadlleen, jos luku (5x6+4) kerrotaan tai jaetaan luvulla 2/2 tai siihen lisdtdan
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tai siitd vahennetddn luku (2-2). Itse kukin voi kokeilla monenlaisilla
laskujdrjestyksilld,  kuinka  ldhelle  tavoitelukua  pddsee  kullakin
laskujarjestykselld.

2.2 Tarkkuusammunta laskimella
Valitaan lahtoluku, esim. 38. Se ja kertomerkki
ndppdillddn laskimeen. Tastd luvusta ammutaan
kertomalla nédppadilty luku jollakin luvulla.
Merkitdan lukusuoraan maali, esimerkiksi
lukujen 600 ja 700 vélinen alue. Osuma on tulo,
joka sijoittuu lukujen 600 ja 700 valiin.
Laskimen kdyttomaksu: jokainen kokeilu maksaa
1 pelimerkin. Osumasta saa palkinnoksi 5
pelimerkkig. ~_—"+—
560 570 580 590 GUO-610_620 630 640 650 660 670 630696700 710 720 730 740 750 760 770

Pohtikaamme seuraavia seikkoja:
o Laskeeko lapsi vai laskin?

Saattaa olla, ettd aluksi lapsi syottdd kertojan laskimeen sattumanvaraisesti,
esimerkiksi 4. Kone laskee tulon: 38x4 = 152. On hyvin epdtodenndkoistd, ettd
toisella yritykselld lapsi syottdisi kertojaksi 5 tai 6. On melko varmaa, ettei hdn
edes yritd pienimmilld luvuilla kuin 4. Han ei laske tdsmallisesti, vaan kayttda
sellaisia yhteyksid yha tietoisemmin, jotka ovat todella tarkeitd laskutaidossa.
Han vaistoa ja kdyttdd, jossain vaiheessa myods tiedostaa, ettd
jos valitsee pienemmadn kertojan, niin tulokin pienenee. Jos kertoja suurenee,
niin tulokin suurenee. Jos lapsi kertoo luvun 38 yhtd suuremmalla luvulla kuin
aiemmin, niin tulo kasvaa 1x38 verran. Jos hidn kertoo luvun kymmenelld, niin
hén saa sellaisen tulon, joka muistuttaa kerrottavaa: Kuvitellaan vain yksi 0 sen
perdan. Tatd havaintoa on myohemmin ehdottomasti tarkennettaval!
Seuraavaksi kokeillaan kertomalla luvulla 15. Kun laskin antaa vastauksen
38x15 = 570, on varsin todenndkoistd, ettd seuraavassa yrityksessd oppilas jo
laskee: Jos hdn syottdd kertojaksi 16, hdn tietdd, ettd vastaus on 570+38 = 608.
Taman jdlkeen héan ehké jo rohkeasti syottdad 17 ja 18, eikd saatuaan vastauksen
38x18 = 684 kokeile endd lukua 19. Lapsi nékee ja tietdd, ettd tulosta 38x19 tulisi
suurempi kuin 700. Voidaan siis todeta, ettd lapsi laskee ja opiskelee laskemaan:
hin tdydentdd laskemisen teknisid tietoja arvioimalla ja laskutoimitusten
ominaisuuksia tiedostaen.

e Mikéd merkitys on silld, ettd laskimen kaytostd on maksettava?

Veikkaus ei ole sama kuin arviointi. Jos ei pyritd vélttdmdan epdonnistuneita
yrityksid mahdollisimman hyvin, helposti valitaan sattumanvaraisia kokeiluja
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ajattelun sijasta. Jos jokaisesta yrityksestd joudutaan maksamaan yksi
pelimerkki, mutta jokaisesta hyvastd ratkaisusta saadaan 5 pelimerkkid, voitto
on neljd pelimerkkid. Lapsia rohkaisee ajattelemaan se, ettd he haluavat valttaa
pelkkédd tappiota tuottavia epdonnistuneita yrityksia.

e Miten leikkid jatketaan, kun kukin on saanut pelimerkkinsa? Pitdisiko
analysoida ja arvioida saavutukset? Pitdisiko asettaa uusia ehtoja? Jos pitdisi,
niin millaisia?

Oppimisprosessin hyvin tdrked vaihe on tiedostamattoman oppimisen vaihe.
Niin kauan kuin téllaisessa leikissd ei aikuinen eikd lapsi eikd kukaan hédnen
kavereistaan ilmaise Kkielellisesti, miten on tarkoituksenmukaista ajatella,
mielessd muotoutuvat hiljaisesti ne asiayhteydet, joita on noudatettu.
Viivytetystd kielentdmisestd on se valtava hyoty, ettd jokainen ehtii omassa
tahdissaan kartuttaa itselleen riittivin kokemuksen asioiden tiedostamiseksi. Leikki
on jannittdvad ja kiinnostava niin kauan, kuin kukaan ei paljasta onnistumisen
salaisuutta, vaan itse kukin voi rakentaa yhd varmemmin voittavaa strategiaa.
Télla tielld epdonnistuneet yritykset antavat yhtd hyvid ja arvokkaita
kokemuksia kuin onnistuneetkin. Kun asiayhteydet on muotoiltu sanoiksi, on
tavattoman vaikeaa korvata jdlkikdteen nditd ymmaértdmisen kannalta
valttdimattomida kokemuksia! Puhumattakaan siitd, ettd valmiita lauseita on
suhteellisen helppo painaa mieleen ainakin lyhyeksi ajaksi ja jos onnistuu vield
toistamaan ne hyvin, opettajankin on vaikeaa huomata, ettd puuttuu aito
ymmarrys ja tieto!

Ei ole siis tdrkedd, ettd kokemukset saadaan nopeasti verbaaliseen
muotoon. Parempaa on, ettd pelataan samaa pelid useasti, eri ldhtoluvulla ja eri
maaliin. Vasta sitten, kun enemmist6 lapsista hallitsee pelin ja ovat jo melkein
kyllastyneet siihen, on tarkoituksenmukaista vaatia, ettd he yrittdisivat
sanallisesti muotoilla kokemuksiaan ja ajatuksiaan. On myos jarkevdd antaa
puheenvuoro ensin niille oppilaille, joiden ajatuksenkulku on hitaampi ja sitten
yhdessd muotoilla heidédn véaittamidan.

Yhteistd pohdiskelua varten kannattaa etukdteen miettida kysymyksia:

e Loytyyko ldhtoluvulle sellainen 100-maalialue, johon olisi mahdollista
saada vain 2 osumaa? Entd sellainen maalialue, johon vain 4 osumaa? Enta
maalialue, johon on mahdollista saada vain 1 osuma tai ei edes sitdkaan?

e Miki olisi sellainen 1dhtoluku, ettd enintddan 1 osuma tulisi 100-
maalialueeseen?

e Miki olisi sellainen ldhtoluku, ettd olisi mahdollista saada 5 osumaa, mutta
ei 6 osumaa?

e Jos lahtolukuna on 38, miten laaja maalialueen pitdisi olla, jotta 4 —5 osumaa
olisi mahdollista, mutta ei 6 osumaa?

e Miten valita maalialue tietylle lahtoluvulle, jota 3 osumaa olisi mahdollista,
mutta ei 4 osumaa?
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Kysymyksistda nousevan kiistan ratkaisemiseksi, usein vield ylemmilld
luokillakin, kannattaa ehdottaa eri mieltd oleville lapsille leikin johtamista ja
vasta sitten pyytdd kokemusten selostamista.

3. Rakennetaan annetuista numeroista lukuja, joilla on tiettyja ominaisuuksia.

3.1 Annetaan kymmenen numeroa:
0,1,23,5,5,7,8,8,09.

Nditd kdyttden tdytyy muodostaa tiettyjd lukuja.

a) Muodosta mahdollisimman pieni ja mahdollisimman suuri
kolminumeroinen (neljanumeroinen) luku!

Pienin: 102, suurin: 988. Kolmesta vierekkdin kirjoitetusta numerosta
ensimmainen ei voi olla 0, koska luku ei olisi kolminumeroinen.

b) Muodosta kaksi kolminumeroista lukua, joiden summa on
mahdollisimman suuri!

Suurin mahdollinen summa ei ole 988 + 755, vaan 985 + 875. Toisaalta sama
summa saadaan toisellakin tavalla: 975 + 885.

c) Muodosta kaksi kolminumeroista lukua, joiden summa on
mahdollisimman pieni!

d) Muodosta kaksi kolminumeroista lukua, joiden erotus on
mahdollisimman pieni!

Kahden kolminumeroisen summa on 105 + 235 = 135 + 205. Kahden
kolminumeroisen luvun mahdollisimman pienen erotuksen etsimisessd
kiinnostavaa on, ettd lapset luulevat 16ytdvansa sopivia lukupareja pienimmista
numeroista. Todellisuudessa heiddn pitdisi muodostaa lukuja, jotka ovat

melkein yhtd suuria. Seuraavat erotukset ovat mahdollisimman pienié:
853 - 852 = 852 - 851 =851 - 850 = 583 - 582 = 582 - 581 = 581 - 580.

e) Muodosta kaksi kolminumeroista lukua, joiden erotus on
mahdollisimman suuri!

Tdhéan on olemassa vain yksi ratkaisu: 988 - 102.

f) Muodosta kolme kolminumeroista lukua, joista kahden summa
suunnilleen yhta suuri kuin kolmas luku!

Nyt on mahdollisuuksia todella paljon. Asia tietenkin riippuu siitd, miten
laajaksi madritellddan ilmaisu suunnilleen. Esimerkiksi ero on seuraavassa vain
kolme 285 + 310 = 598, ero on seuraavassa vain kaksi 372 + 515 =~ 889,
seuraavissa ero on vain yksi 580 + 371 ~ 952 ja 392 + 185 ~ 578. Téassd
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tapauksessa tasan yhtd suuret luvut ovat 515 + 387 = 902. Eroksi voidaan toki
hyvidksya 10 - 20, esim.: 159 + 208 ~ 378, mutta etsitddn pienimpid mahdollisia
eroja.

g) Muodosta kolme kolminumeroista lukua, joista keskimmdinen on
suunnilleen samalla etdisyydelld kahdesta muusta luvusta!

Tdhan ehtoon 16ytyy useita sopivia lukukolmikkoja:

213 < 557 < 898 109 <525 <938 508 < 718 <935
344 341 416 413 210 207
502 <718 <935 792 < 805 < 819 720 < 851 <983
216 217 13 14 131 132

3.2 Kaikki merkitsevit itselleen kahden kolminumeroisen luvun paikat
ruudukkoon:

Heitetdan nopalla 6 kertaa perdkkdin. Jokaisen heiton jialkeen saatu numero
kirjoitetaan ennen seuraavaa heittoa jommankumman luvun numeroksi.
Mihin, jokainen voi itse pdattdd riippuen tietysti siitd, mika on tavoite. Koko
leikki muuttuu sen mukaisesti.

Leikissd on sattumallakin roolinsa, silti pohdittavaa riittdd. Kuusi numeroa
saadaan yhtd suurella todenndkoisyydelld kaikissa kuudessa heitossa.

a) Voittaja on se, jonka kahden kolminumeroisen luvun summa on luokan
suurin.

Lapset tarvitsevat riittdvasti aikaa, jotta he itse ehtisivit keksid, ettd 5 ja 6
kannattaa laittaa satojen, 3 ja 4 kymppien seké 1 ja 2 ykkosten paikalle.

b) Voittaja on se, jonka kahden kolminumeroisen luvun erotus on luokan
suurin. Tédssd tapauksessa vihennetdan pienempi luku suuremmasta eika
alimmainen ylhadlld olevasta kuten algoritmissa.

Mikdli onnistuu muodostamaan suuren suuremman luvun ja pienen
pienemman luvun, niiden vélinen etdisyys eli erotus tulee olemaan suuri. Siis
toisen luvun satoihin kannattaa laittaa suuria numeroita ja toisen luvun satoihin
pienid numeroita.

c) Voittaja on se, jonka kahden kolminumeroisen luvun summa on luokan
pienin.
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d) Voittaja on se, jonka kahden kolminumeroisen luvun erotus on luokan
pienin.

Neljastd tavoitteesta viimeinen on erikoinen. Edellisissd esimerkeissd saa
pddttdd kummastakin luvusta, jolloin molempien lukujen tdytyy olla
mahdollisimman suuria, molempien lukujen tdytyy olla mahdollisimman
pienid tai toisen luvun tdytyy olla suuri, toisen pieni. Neljannessa esimerkissa d
halutaan, ettd kaksi lukua ovat mahdollisimman ldhelld toisiaan. Suuria tai
pienid, mutta ldheisid. T&std seuraa, ettd ensimmdinen numero voidaan
kirjoittaa mihin tahansa, tdrkedd on vain se, ettd jos saadaan samoja numeroita,
niin ne sijoitetaan joko satojen tai kymmenien paikalle. Tarvitaan paljon
kokeiluja ja pohdiskelua ymmairtddksemme, ettd ensimmadisen numeron
sijoittamisellakin on merkityksensd. Jos meille ei tulekaan yhtd suuria
numeroita, niin pyritddn laittamaan satojen paikoille ne, joiden ero on vain 1,
mink3 jalkeen pyritddn rakentamaan pienempi luku mahdollisimman suureksi
ja suurempi luku mahdollisimman pieneksi.

Esimerkiksi: 1. heitto: 4 toinen: 3 kolmas: 4  neljds: 3 viides: 4 ja
kuudes: 6
4 4 414 414 41414 41414
3 3 3|3 3]3 3|13|6

Erotukseksi saadaan 108.

Jos ensimmdisen nelosen olisimmekin kirjoittaneet 1. paikalle, ensimmadisen
kolmosen heti sen perddn (tai toisin pdin), erotukseksi olisimme saaneet paljon
pienemman luvun:

4 413 413 413 413|4 4134

Erotus on 2.

e) Kaikki voittavat, joiden tulos (kahden kolminumeroisen luvun summa tai
erotus) osuu ennalta méaaratylle lukualueelle:

350< <420

f) Tavoiteluvun ominaisuuksien madrittely tarkoittaa aina erilaisia
sitoumuksia. Voittaja on se, jonka summa/ erotus

e on parillinen

e jaollinen 5:114

e numerot ovat parittomia

e numeroiden summa 10 tai pienempi

e numerot vasemmalta oikealle ovat kasvavassa jdrjestyksessa...
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Samankaltaisia tavoitteita mielessddn lapset voisivat seuraavaksi muodostaa
kertomia. Esimerkiksi he voisivat merkitd 5 paikkaa riviin, johon sijoittavat
ensin kertomerkin kolmannelle tai neljannelle paikalle, ndin:

Vastaavasti he joko kertovat kaksinumeroisen luvun kaksinumeroisella luvulla
tai kolmenumeroisen yksinumeroisella. Milloin saadaan suurin tulo? Milloin
saadaan pienin tulo?

Samaa sarjaa voidaan pelata siten, ettd heitetddan kahdella nopalla. Heitettyjen
kahden numeron summa tai sen viimeinen numero tédytyy sijoittaa johonkin
paikkaan. Jos esimerkiksi toisessa nopassa on 5 ja toisessa 6, on saatu 1, luvun
11 jalkimmdinen numero.

Tamad versio on mielenkiintoisempi kuin kertolasku kahdestakin syysta.
Ensinndkin kaikki numerot O:sta 9:4n ovat mahdollisia, mutta eividt samalla
todenndkoisyydelld. Helpommin saadaan 6, 7 ja 8, kuin 3, 2, 1, 0 tai 9. Lis&ksi
saadaan O:n roolista vahvistus. Tietyssd tilanteessa voidaan sopia siitd, ettd O:n
saa laittaa luvun aluksi eli ei ole pakollista muodostaa kolminumeroista lukua,
vaan kaksi- tai yksinumeroiset ovat myos sallittuja.

4. Muodostaan annetuista numeroista kaikki mahdolliset luvut joillakin
ehdoilla.

Taméntyyppisid tehtdvid lapset tekevét pareittain tai pienissd ryhmissi. Heiddn
on tarkoituksenmukaista kirjoittaa muodostamansa luvut erillisille lapuille,
jotta niitd on helppo jdrjestdd. Muotoutuva jdrjestys auttaa heitd huomaamaan
toistot ja puutteet sekd 16ytamaan kaikki mahdolliset luvut.

4.1 Keratkad kaikki kolminumeroiset luvut, joissa numeroiden 2 ja 5 lisdksi ei
ole muita numeroita.

On mahdollista rakentaa kahdeksan lukua:

222; 225; 252; 255; 522; 525; 552 ja 555

4.2 Keratkaa kaikki kolminumeroiset luvut, joissa vain luvun 3 monikerrat
esiintyvit!

Luvun 3 monikerrat ovat 3, 6, 9 ja myds 0. Monikerta on kokonaislukukerta eli
luku, johon luku 3 sisdltyy kokonaisluku kertaa ilman jakojaannostd. Luvun
ensimmadiselld paikalla saa olla kolme numeroa: 3, 6 ja 9. Toinen ja kolmas
paikka voidaan tdyttdd neljdlld eri tavalla, mikad tarkoittaa 48 lukua. Tama
tehtdvad sopii ryhmatyoksi. Tehtdvien jakaminen ryhmén jasenten kesken vaatii
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pohdiskelua ja neuvottelua. Tulosten tarkistaminen yhdessd tarjoaa myos
tilaisuuden mahdollisuuksien jdrjestelmailliseen inventaarioon.

Tehtdvan ratkaisemisen hyodyllisend sivutuotteena voidaan pitdd sitd, ettd
lapset huomaavat ja tiedostavat, ettd ldhtonumerosta huolimatta jatko on aina
sama: yhtd monta 3:1la, 6:1la ja 9:114 alkavaa lukua on mahdollista rakentaa.

300 | 303 | 306 | 309 600 | 603 | 606 | 609 900 | 903 | 906 | 909
330 | 333 | 336 | 339 630 | 633 | 636 | 639 930 | 933 | 936 | 939
360 | 363 | 366 | 369 660 | 663 | 666 | 669 960 | 963 | 966 | 969
390 | 393 | 396 | 399 690 | 693 | 696 | 699 990 | 993 | 996 | 999

2 Luova toiminta geometriassa

Geometriassa on itsestddn selvdd, ettd aluksi lasten tdytyy saada toimia oma-
aloitteisesti oman mielikuvituksensa pohjalta. Olipa mikd tahansa véline lasten
kdsissd, on erittdin hyodyllistd, ettd lapset saavat vapaasti toimia silld niin
kauan, kuin se heistd tuntuu mielekkadltda. Sillda aikaa kun he tyydyttavat
luovuuttaan, he saavat monenlaisia kokemuksia rakennuspalikoiden erilaisista
muotoon ja mittaan liittyvistd ominaisuuksista, mahdollisuuksista liittdd ne
toisiinsa. Tédssd vaiheessa heiddn ei tarvitse tiedostaa kaikkia nd4itd
ominaisuuksia, mutta he hyodyntdavit kokemuksiaan kopioidessaan
rakennelmia ja rakentaessaan niitd tiettyjd ehtoja noudattaen. Nimenomaan tita
tietd kokemukset muuttuvat tiedostetuiksi tiedoiksi.

Vapaata rakentamista seuraa kopioiminen. Lapset voivat kopioida kayttden
samanlaisia elementtejd ja samassa mittakaavassa kuin kopioittavassa
rakennelmassa on. Véarien ja mittojen tunnistaminen samanlaisiksi auttaa lapsia
tarkkaan tyontekoon. Tdhdn tarkoitukseen sopivia vélineitd ovat esimerkiksi
lelukaupasta 16ytyvit puupalikat ja erilaiset mosaiikkikokoelmat, mutta yhta
hyvin  koulussa olevat vérisauvakokoelmat ja kartongista tehdyt
mosaiikkilaput.

Kopiointi on vaikeampaa, kun lapset yrittdvit rakentaa samanmuotoista ja
samankokoista muodostelmaa kuin alkuperdinen, mutta eri rakennuspalikoita
kdyttden. Kuitenkin, jos he ovat ensin rakentaneet alkuperdisen mukaan ja
samanlaisia elementtejd kdyttden, niin heiddn on helpompaa luoda samanlainen
eri kappaleista. Esimerkiksi védrisauvoja kédyttden samankokoisen talon eri-
vdrisistd sauvoista:
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/i y A A

Tai he voivat peittdd tasokuvion samoilla mosaiikkipaloilla eri tavoin:

A 4 L

Lasten huomio keskittyy paremmin eri elementeistd tai eri jdrjestyksessd
jdljennettyjen kappaleiden tai tasokuvien muotoon, koska rakennuspalikoiden
véri tai yhteensopivuus ei ole endd avuksi. Muoto korostuu vieldkin paremmin,
kun lasten tehtdvd on rakentaa samanmuotoinen, mutta erikokoinen, joko
suurennettu tai pienennetty, rakennelma kuin alkuperdinen. Té&ahan
tarkoitukseen varisauvojen lisdksi sopii erinomaisen hyvin Dienesin kokoelman
2-sarja. Jos lapset haluavat rakentaa vaaleanpunaisista sauvoista tehdyn talon
isona, niin he voivat tehda sen Dienes-kokoelman isoja palikoita kdyttden:

4

Geometrian luovan opiskelun seuraava vaihe voisi olla tietyn ehdon mukainen
toiminta. Nimenomaan tdssd vaiheessa lapset saattavat tulla yha tietoisemmiksi
erilaisista ominaisuuksista. Katsotaan tastd yksi esimerkki, jota voidaan eri
tasoilla monella tavalla kehittaa.

Rakenna eri muodostelmia 4 neliotd kayttamalld! Neliot voidaan liittaa
toisiinsa vain sivuja pitkin:
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Tehtédva on tarjottava 2. luokalla huomattavasti konkreettisemmin, esimerkiksi:

Ruokalassa on tdm&dn muotoisia . poytid. Ystdavykset haluavat syoda
lounaansa yhdessd, joten he siirtdvit neljd poytdd yhteen. He pitavit tarkkaa
huolta siitd, ettd aina kahden poydéan sivut sopivat yhteen tdsmallisesti. Miten
he voivat yhdistdd poydat? On huolehdittava siitd, ettd lapsilla on paljon pienid
nelivitd tyoskentelyd varten. On tdrkedd, ettd he voivat pitdd edessddn
tekemédnsd kuviot, joita vertaillen he voivat arvioida samanlaisuuksia ja
erilaisuuksia. Ensimmadisten kokeilujen jdlkeen saattaa jo tulla esiin kysymys,
onko muita mahdollisuuksia jo loytyneiden lisdksi. Kun lapset alkavat
jarjestelmallisesti  kokeilla suurin piirtein kolmannella luokalla, he
todenndkoisesti onnistuvat 16ytaméaan kaikki mahdollisuudet ja he nayttavit,
ettei ole muita sijoitustapoja. Luultavaa on, ettd jotakin poytdjdrjestysta
ehdotetaan kahdessa asennossa, jolloin voidaan selvittdd, mitd pidetddan samana
ja mitd erilaisena ratkaisuna. Esimerkiksi kahta seuraavaa rakennelmaa lapset
pitavat erilaisina:

2 F

Jossain konkreettisessa tilanteessa ei todellakaan ole yhdentekevadd, mitka kaksi
poytdd ovat ikkunaan pdin. Tulee kuitenkin aika, jolloin voidaan abstrahoida
rakennelman asentoja; jos kaksi kuviota peittavét toisensa tasmallisesti, niitd ei
pidetd erilaisina. Tdstd lasten kanssa on keskusteltava ja kokeiltava. Vertailua ja
tarkistusta varten on tarkoituksenmukaista kiinnittdd valmiit aikaansaannokset
toisiinsa esimerkiksi teipilldi. N&din ollen voidaan todeta, ettd erilaisia
jdrjestelytapoja on vain 5:

e e

Seuraavaksi tutkitaan kuvioista sivujen maard, karkien maard, piiri, pinta-ala ja
kulmien suuruus luokan kiinnostuksesta, tasosta, tiedoista ja taidoista riippuen.
Rakennelmien joukossa on vain kaksi nelikulmiota: nelio ja pitkulainen
suorakulmio. L-kuvio on kuusikulmio ja viimeiset kaksi ovat
kahdeksankulmioita. Lapset ohjataan havaitsemaan, ettd monikulmioissa
sivujen ja kulmien maddrd on sama. Tatd varten tdytyy kuitenkin selvittdd, mita
karki on, sen késite tdytyy erottaa terdvastd kulmasta. Piste, jossa kaksi sivua
(tilassa vdhintddn kolme sdrmad) kohtaavat, on karki.
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Pinta-alat ovat yhtd suuria, koska jokainen kuvio koostuu yhtd monesta
yhtenevaéstd neliostd, mutta kuvioiden piirit saattavat olla erilaisia: nelion piiri
on pienin, koska siind pikkunelion sivut ovat kiinni toisissaan. Valitessamme
pituuden yksikoksi pienen nelion sivun, ison nelion piiri on 8 yksikkod ja
kaikkien muiden kuvioiden 10 yksikkoa.

Kaikkien kulmien suuruus on mitattavissa suorakulmalla: kuperat
(konveksi) kulmat ovat yhden suorakulmankokoisia ja koverat (ei-konveksi)
kulmat kolmen suorakulman kokoisia. Jos valmistetaan suurikokoinen kuvio,
jossa on myos koverakulma, lapset seisoessaan karkipisteessd kédsi suorana
kuvion sisddn pdin saavat kokea tamidn kolme neljanneskddnnostd oikealle
mitan.

Tehtdvdd voidaan jatkaa siten, ettd lapset piirtdvat ruutuvihkoonsa valmiit
kuvionsa kaikissa mahdollisissa asennoissa. Nidin he voivat tutkia, eroavatko
kuvioiden asennot. Nelio voidaan piirtdd ainoastaan yhteen asentoon.
Suorakulmio voidaan asettaa kahdella eri tavalla. Kahdella kuviolla on
kummallakin nelja mahdollista asentoa ja yhdelld kahdeksan:

Tutkiessaan tétd erikoista erilaisuutta lapset oivaltavat,

ettd kuviot voidaan kierrdttdd 1, 2 ja 3 suorakulman

verran sekd k&dntdd ne, jolloin niilli on taas 4 eri

asentoa.

Mutta nelio pysyy samanlaisena kaikissa asennoissa

riippumatta sekd kiertdmisestd ettd kdantamistd eli ndita

asentoja ei voida erottaa toisistaan. Pitkulainen
suorakulmio yhden suorakulmakiertimisen jdlkeen on

selvasti eri asennossa, mutta kahden kierron jilkeen se

ndyttdd samanlaiselta kuin alkuperdisessd asennossaan.

Kéannettyndkdadn sitd ei voida erottaa alkuperéisistd

asennoista. Se ndhdian siis 4-4 asennossa samanlaisena.

Seuraava kuvio kddnnettynd saa uuden asennon, mutta

kahden kierron jdlkeen sen asentoa ei voida erottaa

alkuperéisestd; se nihdddn 2-2 asennossa samanlaisena.

T-muotoinen kuvio kddnnettynd ei ole eri asennossa,

mutta kaikki suorakulmakierrot muuttavat sen asentoa.
Ainoastaan L-muotoinen kuvio on kaikissa kahdeksassa

Asennossa erilainen.
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Luovan toiminnan tdméd vaihe johtaa symmetrian tutkimukseen. Kierron
suhteen symmetrisid ovat ne muodot, jotka tietyn kierron (pienemmaén kuin
tayskierto) jdlkeen ovat asennossa, jota ei voida erottaa alkuperdisestd.
Peilausakselin suhteen symmetrisia ovat ne muodot, jotka kddnnettyind
peittdviat alkuperdisen tdsmadllisesti. Tamd tehtdvd saattaa herdttdd lapsilla
monenlaisia ajatuksia, kdynnistdad mielikuvitusta ja kehittdd luovuutta.

Miksi kaytettiin juuri 4 neli6ta? Entd jos niitd olisi 3, 2 tai 5? Kahdesta neliosta
annetun sijoitusehdon mukaisesti on vain yksi muoto mahdollinen, kolmesta
kaksi:

Viittd neliotd kdyttamaélld saadaan 12 eri muotoa. Jarjestelmallisesti tutkien
voidaan varmistaa, ettd saadaan kaikki mahdolliset kuviot:

Kuudesta neliostd syntyy jo 35 erilaista kuviota.

Tdllaisessa luovassa tyoskentelyssd lapset opettelevat samaistamaan ja
erottamaan kuviot, jolloin he tiedostavat yhd paremmin kokemuksiaan
geometrisista ominaisuuksista ja suhteista. Toisaalta he opettelevat
jarjestelmallistd etenemistd syntyvien tulosten hahmottamiseksi. Esimerkiksi
viiden nelion kuvioita tehtdessd ensin meilld on kaikki viisi neliotd rivissa
vierekkdin. Sitten rivissd on 4 neliotd ja viides kaikissa paikoissa, joissa se
tuottaa uuden kuvion. Sitten kun on endd 3 neliotd vierekkdin, ensin piirretddn
neljas viimeisen alle ja viides "kuljetetaan” jokaiseen mahdolliseen paikkaan
varoen, ettei syntyisi 4 neli6td vierekkdin. Viimeisessd kuviossa on endd 2
neliotd vierekkéin rivissa.

On tietenkin mahdollista, ettdi saadaan enemméin erimuotoisia kuvioita.
Tdlloin on tutkittava, ovatko kyseessd yhtenevit kuviot, voidaanko ne saattaa
peilaamalla tai kierrdttdmaélld samaan asentoon. Pohditaan lasten kanssa, miksi
kaytettiin juuri nelicitd? Kokeillaan muillakin suorakulmioilla ja muilla
nelikulmioilla ja kolmioilla. Ent& jos kokeiltaisiin tilassa kuutioilla?
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Lisdd mahdollisuuksia tehdd kuvioita samaan ongelmaan liittyen:

(1) 2, 3, 4, neliosta

(2)2,3,4,5,6, ... tasasivuisesta kolmiosta

(3)2,3,4,5,6, ... symmetrisestd kolmiosta

(4)2,3,4,5, 6, ... suorakulmaisesta ei-symmetrisestd kolmiosta

(5) 2, 3, 4, muusta nelikulmiosta (neljakkadstd, jossa 60° :n kulma,
symmetrisestd puolisuunnikkaasta, jossa kolme sivua ovat yhtd pitkit...)

(6) Tilassa 2, 3, 4, ... kuutiosta; miksi on enemméan muodostelmia, kuin
kuvioita yhtd monesta neliosta?

(7) Muita “haarautumia” (Esim. Viidestd neliostd kootuista kuvioista mika
voisi olla avatun rasian vaippa? Entd kuudesta neliostd kootuista kuvioista
kuution vaippa? Mistd nelidistd tulee kuution vastakkaisia tahkoja, mista
vierekkdisid?)

Joitakin ratkaisuja:

2 ja 3 tasasivuisesta kolmiosta 1 kummastakin. Neljasta voidaan muodostaa 3

erilaista kuviota: 5 %

Viidesti 4:

A G IR s

Kuudesta:

A AT,

S
T by
YAVAVAY
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Symmetrisistd, terdvdkulmaisista (ei-tasasivuisista) kolmioista voidaan
muodostaa kahdesta 2 ja kolmesta 2

yowy

Neljasta 6:

®MW§§@

Neljakkaista:

Kahdesta 2 kuV1ota Kolmesta 6 (tai 7, jos kulmat ovat 60 ja 120 asteen

W $% 4y

Kuutioista:

Kahdesta vain1l: ~/— Kolmesta 2:

Neljastd 7 tai 8, jos erotetaan ne muodostelmat, joita liikuttamalla tilassa ei
saada peittdiméddn toisiaan, jotka ovat toistensa peilikuvia tason suhteen.

C 1 (7
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Olkoon toinen geometrisen luovan toiminnan tehtdvéa pieni tutkimus avoimesta
ongelmasta, jossa jdtetddn auki useita ehtoja. Tillainen ongelman asettelu
saattaa sopivasti muokata lasten luovuutta, kehittdd heiddn mielikuvitustaan ja
sinnikkyyttddn, mikdli onnistutaan herdttdimddan heiddn kiinnostuksensa.
Tehtdva on perdisin Ferenc Pogatsilta, joka jo 6 —7-vuotiaiden lasten kanssa
saavutti silld erinomaisia tuloksia.

2. Koukerot

Lahdetdan nelisruudukon yhdesta karkipisteestd pitkin ruudukon viivaa
johonkin suuntaan. Annetun askelméédran jalkeen kddnnytetddn oikealle ja
jatketaan tdssd suunnassa tietty méadrd askelia. Taas kddnnytdadn oikealle ja
jatketaan matkaa tdssd suunnassa tietty askelmddra niin kauan kun huvittaa.

Ensimmadisen luokan lasten orientoituminen tilassa ja mychemmin tasossa
vihkon sivuilla, voidaan luonnollisesti aloittaa koko vartalon liikkeilld. Tassa
idssd lapsille yleensd ei ole vield kehittynyt suuntaa oman vartalon ndhden.
Oikea ja vasen liittyvit vield pitkddn ympdriston esineisiin eikd sisdiseen
kuvaan, aistimukseen. Jotta suunnat liittyisivdat omaan vartaloon, on parempi,
ettd aluksi sanat "oikealle’ ja “vasemmalle” eivit viittaa staattisiin suuntiin, vaan
todellisiin kaannoksiin.

Ndin ollen lasten kanssa kannattaa tehdd suuntamatkoja luokassa tai
pihalla. Aluksi voidaan jokaisen askelsarjan jdlkeen todeta, kaddnnytdaanko
oikealle vai vasemmalle ja kuinka monta askelta sitten otetaan. Seuraavassa
vaiheessa voidaan sopia, ettd jokaisen askelsarjan jdlkeen tulee kdannos
oikealle. Vield mydhemmin voidaan sopia etukdteen myos askelien méaarasts,
esimerkiksi ensin 1 askel, sitten 3 ja lopuksi 2 ja taas 1, 3, 2 ja taas 1, 3, 2.

Omalla vartalolla hyvin harjoitellut askelsarjat on lasten helpompaa siirtaa
vihkotyoskentelyyn. Talloin kannattaa aluksi antaa ohjeet yksittdin ja
myShemmin useita ohjeita kerralla. Lapset voivat kuvitella itsensd pikkuauton
rattiin ja siten ohjata kynddnsd vihkon viivoja pitkin. Ohje oikealle
(vasemmalle)-suunnasta on aina tulkittava ajankohtaisen menosuunnan
mukaisesti. Se on vililld pdinvastainen kuin staattisessa asennossa, vililld se on
taysin erilainen.

Kun ensin on piirretty sanelun mukaisesti askel askelelta, seuraavaksi
voidaan antaa kolme askelsarjaa, jonka jdlkeen tulee aina kddnnos oikealle, mita
voidaan toistaa monta kertaa perdakkdin. Ensimmadiseksi "kuvioksi” valitaan taas
1,3,2).
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Ensimmadiset Nelja kertaa toistaen Saadaan kuvio:
kolme askelta: pddstadn lahtokohtaan:

\4

A\ 4

A 4
A 4

Taman jalkeen kannattaa antaa useita uusia 3-vaiheisia kuvioita, joilla lapset
voivat harjoitella ohjeiden noudattamista, kdannoksid oikealle.

PL: (24,5 (1,3, 5) 2,2,3) (1,4, 2)

Néamad opettajan sanelemat harjoitukset voivat herédttdd lasten kiinnostuksen:
minkélaisiin kuvioihin p&astddan minkinlaisilla lukukolmikoilla. Erds 7-vuotias
poika tdytti kokonaisen vihkon niilld koukeroilla. Lapset saattavat jo tdssd
vaiheessa huomata, ettd kuvioiden joukossa on hyvin erilaisia ja hyvin
samanndkdisid. Sellaisia, jotka vain jotenkin kddntyvit toisiaan pdin tai pois
toisistaan. Loytyy jopa sellaisiakin, jotka ovat tismélleen samanlaisia ja samassa
asennossakin, vaikka kolmen luvun jirjestys ei ole sama. On lihavia ja laihoja.
Toinen kuvio on hyvin tiivis, toinen on kuin myllynratas. Lisdksi lapset
saattavat huomata, millaisia ovat ne lukukolmikot, jotka johtavat
samankaltaisuuteen tai erilaisuuteen. Jos lapset eivit itse keksi kysyd, voi
opettaja esittdd kysymyksen: jos muutetaan askelten maddrdd, minkalaisia
kuvioita syntyy 4, 5, 6 tai 2 askeleesta. Tdllainen ehtojen muuttaminen lisda
innostusta tutkimukseen.

49



4-vaiheisia askelsarjoja:

(1,3,2,4) 2,3,3,1)

A
A

(1,3,3,4)

A

Herdd uusia kysymyksid: Eivatko ndaméd koskaan pddse takaisin ldhtokohtaan?
Juoksevatko ne aina ddrettomyyteen? Milloin ne menevit oikealle ja milloin
vasemmalle? Meneekd neljdavaiheinen koukero aina alaspdin? Johtuuko kaikki
siitd, ettd 4 on parillinen luku? Palaavatko ldhtokohtaan kaikki koukerot, jotka
muodostuvat parittomasta mddrdstd askelia? Juoksevatko pois kaikki, jotka
tehdddn parillisella m&aralla askelia?

Katsotaan 5-vaiheisia koukeroita.

(1,2,2,3,5) (4,2,1,1,2) 1,2,3,2,1)

Nama tulivat takaisin! Miksi kaksi jalkimmadistd ovat symmetrisid kuvioita,
ensimmadinen taas ei? On suhteellisen helppo ymmartdd, ettd ensimmadisestd ei
tule symmetrinen, mutta miksi toinen on symmetrinen?
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6-vaiheisia kuvioita:

(1,3,2,4,3,2) (2,4,1,3,3,1) (2,1,4,2,1,4)

Luku 6 on parillinen, mutta kuvio ei juokse pois. Toisin kuin tdhédnastisissa
suljetuissa kuvioissa 6-vaiheisissa kuvioissa kaikkia ei voida sijoittaa ympyran
kaarelle. Viimeinen kuvio on aivan kuin 3-vaiheiset kuviot. Se ei ole mik&an
ihme, koostuuhan timéi kuvio kahdesta samanlaisesta kolmikosta. Itse asiassa
ohjeeksi olisi riittanyt yksi kolmikko! On mielenkiintoista havainnoida, miten
kuviot muuttuvat, jos kddnnokset tehdddn vasemmalle eikd oikealle. Kaikki
havainnot muokkaavat geometrista ndkemystd ja termejd kayttamatta
pohjustavat késitteitd.

Seuraava jannittivd tutkimus selvittdd, minké&laisia koukeroita syntyy, jos
nelioruudukon sijasta piirretddn tasasivuiselle kolmiopaperille ja kddannds on
joko 60 tai 120 astetta. Katsotaan!

(1,2,3) 2,1) 2,1,4,3),

kun kulkusuuntaan nihden kddannos on 60 astetta.

>
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Ja kun kulkusuuntaan nihden kidiannos on 120 astetta:

Ehtojen suuri vapaus mahdollistaa monisuuntaisen ja laajan kysymisen ja
tutkimisen. Juuri monisuuntaisuus ja laajuus rikastuttaa tutkimustyota ja tekee
siitd jannittavan.

Tdssd kirjoituksessa késiteltiin objektien muodostamista ja rakentamista.
Objekteina olivat Iluvut, geometriset rakennelmat ja piirustukset. Niiden
muodostamisen tarkoitus voi olla toisenlainenkin. Lapset voivat muodostaa
kokonaisuuksia, joiden kokoava periaate voi olla jokin ominaisuus tai relaatio.
He voivat muodostaa itse valmistetuista tai kerdtyistd elementeistd sarjoja,
taulukoita tai jdrjestelmid. Lapset voivat muodostaa yhteyksid hallussaan
olevien elementtiparien ja elementtikolmikoiden vdlille. Ymmartadkseen,
kéasitelldkseen ja ratkaistakseen ongelmia lapset tekevdt malleja. Luovan
toiminnan kaikki lajit muokkaavat ja kypsyttdvét lasten matemaattisia ja muita
késitteitd ja kasitteiden jarjestelmad. Lisdksi lapset tuottavat vdittamid, arvioita,
mielipiteitd ja ajatuksenkulkua ongelmien ratkaisemiseksi - kaikki tama
kehittdd heidan ajatteluaan.



Agnes Dr. Kivovicsné Horvath

VARGA —NEMENYI -MENETELMA LASTEN SILMIN

Unkarilainen lasten psykologi Ferenc Mérei toteaa G. H. Luqueta seuraten, etta
5—9-vuotiaiden lasten ndkemys on alisteista tiedolle. Tam&d on dlyllistd
realismia. Lapsi piirtdd todellisuuden mukaisesti, mutta hédn ei piirrd sitd, mitd
ndkee, vaan sitd, mitd hdn tietdd piirrettdvéastd asiasta. Lapsen piirustuksesta on
siis mahdollista patelld, mitd hén tietdd. Siis lapsen piirustus kuvaa hyvin, mita
matematiikan tunneilla tapahtuu.

Tutkin kahden perusopetuksen luokan lasten piirustuksia. Toisen luokan
23 oppilasta opiskelevat matematiikkaa Varga—Neményi -menetelmalld (Va—
Ne), toisen luokan 25 oppilasta eivit. Lapsia pyydettiin piirtdméaédn siitd, mitd he
tekevit matematiikan tunneilla.

Varga—Neményi -menetelmdn tdrkein periaate on todellisuuteen
perustuva, toiminnallisesta kokemusten hankkimisesta Ildhtevd periaate
(Oravecz & Kivovics 2005, 22 —27): Toiminnallista kokemusten hankkimista on
helppo kuvata verbeilld, mitd oppilas matematiikan tunnilla tekee. Han kokoaa,
laskee, peittdd, mittaa tdyttdd, koskettaa, rakentaa ja askeltaa, siis liikkuu.
Ajatustoiminnot sisdistyvdt konkreettisen esineellisen toiminnan kautta.
Toiminnallisuudessa varmistuu, ettd oppilas hankkii kokemuksia monenlaisilla
aistihavainnoilla. Toiminnallisuuden  rinnalla  kdytetdan  viélineitd
monipuolisesti ja moninkertaisesti. Vélineistd ja niiden muutoksista oppilas voi
lukea matematiikkaa. Niilld hdn voi mallintaa ajatuksiaan. Menetelméssa tarked
periaate on abstraktion tyostdminen. Konkreettiset kokemukset ovat vain
ensimmdinen osa abstraktion jatkumoa. On tdrkedd huolehtia my6s jatkumon
seuraavista askelmista, toiminnasta, piirtamalla ja merkeilld
havainnollistamisesta sekd muistiin merkitsemisestd numeroilla ja merkeilla.
Menetelmdssda huomioidaan oppilaiden kehitykselliset piirteet. Opetus
perustuu 6—12-vuotiaiden sekd fyysisiin ja henkisiin kykyihin ettd kykyyn
keskittyd. Siksi menetelmdn pddperiaate on toiminnallisuus, ei selittiminen.
Leikeissd, peleissd ja esittamisessd toimitaan ja keskustellaan luontevasti
yhdessd. Keskustelut edistdvidt ongelmanratkaisua, auttavat oppimista ja
mahdollistavat persoonallisuuden harmonisen kehittymisen. Ne edistdavat myos
oppimisen vapautunutta ilmapiiria.

Oppilaiden piirustuksia analysoitiin seuraavilla kriteereilla:

1. Esittddko piirustus toimintaa ja vilineiden kéayttod, jotka palvelevat
abstraktiota?

2. Toimivatko oppilaat yhdessd ongelmaa ratkoessaan?

3. Liikkuvatko lapset tunnilla, jos sitd tarvitaan kokemusten hankintaan?

4. Onko opettaja dominoiva henkil6 matematiikan oppitunnilla?

Va—Ne-ryhmédn lasten piirustuksista 69,5 prosenttia kuvaa toimintaa ja
vélineiden kayttod (ks. taulukkoa 1 ja liitteen piirroksia 1, 2, 3 ja 4). Vilineet
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heiddn piirustuksissaan ovat isoja, varikkditd ja helposti tunnistettavia. Loput
lapset (30,5 prosenttia) kuvaavat vihko- tai liitutaulutydskentelya.

Piirustuksista 34,7 prosenttia esittdd lasten yhteistyotd ja 30,4 prosenttia
liikkumista oppitunnilla. Lapset ovat siis nousseet paikaltaan. He mittaavat
lattialla ja muodostavat yhdessd tasokuviota. He lajittelevat tavaroita yhdessa
tai esittdvéat jotain tilannetta. Lapsista 65,2 prosenttia ei kuvannut opettajaa
piirustuksessaan, mitd piddmme erittdin positiivisena palautteena (ks.
taulukkoa 2): lapset tulevat hyvin toimeen keskenddn, tietdvdt olevansa
turvassa eivdtkd koe matemaattista tehtivdd pelottavana. Lopuissa
piirustuksissa opettaja on mukana, mutta ei hallitsevana jittildisend, vaan
kooltaan sopivasti isompana kuin lapset itse.

Taulukko 1. Vilineet, yhteistyo ja lilkkkuminen opetusryhmien lasten

piirroksissa

Vilineet Yhteistyo | Liikkuminen
Va—Ne-
ryhma 69,5 % 34,7 % 30,4 %
Ei-Va—Ne-
ryhma 12,0 % 4,0 % 8,0 %

Ei-Va—Ne-ryhmén lasten piirustukset kertovat paljon koyhemmista
matematiikan tunneista. Heistd vain 12 prosenttia kuvaa vilineiden kayttoa.
Kaikki muut esittdvét klassista laskutaidon oppituntia tauluineen, vihkoineen,
lyijykynineen ja paikallaan istumisineen (ks. liitteen piirrosta 5). Lasten vélista
yhteisty6td kuvaa vain 4 prosenttia toistd. Piirustukset ovat kylldkin varikkaita.
Useissa piirroksissa numeroilla on silmdt, suu, siivet ja ne puhuvat, mutta
kaikkien sanoma katsojalle on vain “laske minut”. Liikkumista ndkyy vain 8
prosentissa piirustuksista.

Tamdn opetusryhmén lasten piirustuksista vain 44 prosenttia ei kuvaa
opettajaa, 56 prosenttia hyvin vahvasti (ks. taulukkoa 2). Ndissd opettaja on
dominoiva ja suhteettomasti suurempi kuin oppilaat. 44 prosenttia ndistd
piirustuksista esittdd opettajan johtajana, jolla useimmiten on karttakeppi
kddessd (ks. liitteen piirrosta 5). Han mddrdd, kdskee, kehuu ja onnittelee.
Piirustuksista péatellen tunnit ovat opettajajohtoisia ja lapset hyvin riippuvaisia
opettajasta. Tunnin ja tyoskentelyn tyyli ei ole kiinni ratkaistavan matematiikan
ongelman luonteesta, vaan opettajan tahdosta. Sen sijaan Va—Ne-ryhman
lapsista vain 13,4 prosenttia kuvaa opettajan hallitsevaa roolia. Opettajan rooli
eroaa todella huomattavasti opetusryhmien lasten piirroksissa.

Piirustuksia  voitaisiin ~ tutkia monelta eri kannalta. Virikés
tunnelmallisuus, piirroksen viimeistelyn aste, kuvatut lasten kasvot kertovat jo
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sindnsd suhtautumisesta oppitunteihin, mutta tdssd kirjoituksessa niitd ei
kasitella.

Yhteenvetona piirrosten analyysista voidaan todeta, ettd Va—Ne-ryhméan
lasten piirustukset ovat monipuolisempia. Ne esittavat rikkaammin vélineiden
kayttod, yhteistyotd ja liikkumista kuin toisen tutkitun ryhmén piirrokset. Va —
Ne-ryhmén lasten piirustukset antavat opettajasta myonteisemman kuvan: han
toimii yhdessd lasten kanssa, ohjaa heitd taustalta, kannustaa ja auttaa.

Taulukko 2. Opettaja lasten piirroksissa

Ei ole On mukana, |On mukana,
Opettaja mukana ei dominoiva |dominoiva
Va-Ne-ryhmén
piirustuksissa 65,2 % 21,7 % 13,4 %
Ei-Va—Ne-
ryhman 44 % 12% 44 %
piirustuksissa

Lapset, jotka opiskelevat matematiikkaa Va—Ne-menetelmadlld pitdvit
matematiikasta, matematiikan oppitunneista ja matematiikan opiskelusta. Olen
koonnut my®6s kirjallisesti lasten mielipiteitd nimettomind. Kaikki oppilaat eivit
suinkaan ole menestyvid. Lasten tekstejd ei ole muutettu. Niistd on vain korjattu
kirjoitusvirheitd, jotka hdiritsevat ymmartamista.

Lapset pitdvat toiminnallisesta tiedon hankinnasta:
Mind tykkdin matikan tunnista siksi ettd me leikitidn paljon. Ja myds siksi, ettd jos
emme ymmiirrd jotain sitd voi rakentaa piirtid ja esittdd. (2.-luokkalainen)

Lapset pitdvat siitd, ettd he ikddan kuin huomaamatta padsevat kasitteisiin,
monimutkaisten ongelmien ymmartdmiseen ja ratkaisuun:
Mind pidin niisti tunneista, joilla kdsitellidn lukujdirjestelmid. Tykkdisin tosi paljon
kun meilld oli 3-jirjestelmd. Ne kiinnostavat minua, koska mne ovat wvihin
monimutkaisia. (3.-luokkalainen)

Lapset rakastavat matematiikkaa. Heille ei tule mieleenkddn, ettd sitd
voitaisiin rajoittaa pelkéstdaan lukuihin ja laskuihin.
Minusta kaikkein kivoimpia ovat ne tunnit, joilla paljon mittailemme, teemme
geometriaa ja leikkisesti ratkaistaan tehtdvid. Ikind en unohda kun mitattiin luokkaa.
Loogisista paloista liimattiin tasokuvioita. Samaa rakennettiin vdrisauvoista. Tykkdisin
siitikin kun murtolukuja opiskeltiin nopilla. Siis minun lempituntini ovat ne joilla
leikkien opimme. (3.-luokkalainen)

Lapset pitdavat itsestddn selvang, ettd opetuksessa huomioidaan heidan
idlleen tyypilliset ominaisuudet ja seikat:

55



Matikassa pidin kassaleikistd. Olisin mielellddn asiakas. (1.-luokkalainen)
Mind tykkdisin kauppaleikisti. Ikkuna oli todella kaunis. Tykkdsin niistd ale-jutuista.
Minusta matikan tunti oli hyvd. (2.-luokkalainen)

Minusta oli hauskaa kun leikittiin Satumaan rahoilla, rovoilla ja kiilingeilld. (1.-
luokkalainen)

Minusta hyvd matikan tunti on se, jolla ei vain istuta pulpetissa, vaan esitetdidn se,
mitd juuri opiskellaan. (2.-luokkalainen)

Lapset pitdvat vaihtelevista yhteistoiminnallisista tehtdvistd, mutta myos
siitd, kun he saavat yksin syventyd jonkin ongelman ratkaisemiseen:

Sellainen matikan tunti on kivaa, jolla tehdidin yhdessd tyotd, mutta sen aikana myds
keskustellaan. (3.-luokkalainen)

Mind tykkdin niisti matikan tunneista, joilla tyoskennellddn joukkueissa ja kiytetdidn
myds puvvirikynidmme. (3.-luokkalainen)

Pidiin tosi paljon tehtdvistd, jotka panevat ajattelemaan, koska niitd voi paljon miettid.
Olen niin iloinen, kun keksin niille ratkaisun. Tykkddn myos siitd, kun yhdessd
ratkaistaan, rakennellaan jotain. Tilloin useampikin kaveri saattaa sanoa jotain hyovddi
ja heiltd voi oppia. Viihdyn myds silloin, kun lasketaan allekkain. (4.-luokkalainen)

Miksi mind rakastan matikkaa? Siksi, etti kun opiskellaan hyvid juttuja, se on aika
jannittivid. Ja pidin oikein paljon siitd, kun lasketaan yhteen, tehdddn
vihennyslaskuja, kertolaskuja, sisiltdjakolaskuja ja jaetaan. Kaikkein eniten pidin siitd,
kun opitaan jotain uutta. Mutta mind rakastan matikkaa silloinkin, kun ei tehdi
kertolaskuja eiki opita uutta asiaa mutta silti silloin ainakin OPISKELLAAN. (4.-
luokkalainen)

Kyselyn mukaan lapset pitdvat matematiikasta. Hyvad ilmapiiri motivoi,
sisdinen motivaatio luo kurin, jota tarvitaan hyvien tulosten saavuttamiseen.
Hyvét tulokset ongelmien ratkaisussa antavat onnistumisen kokemuksia.
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Liitteet
Piirros 1. Vélineiden kaytto yksityiskohtaisesti kuvattuna (Va—Ne-ryhma)
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Piirros 2. Matematiikan tunnilla ei vain istuta... (Va—Ne-ryhma)
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Piirros 4. Tehtdvd ratkaistaan yhdessd. Narusta muodostetaan kolmio
karkipisteind lapset. (Va—Ne-ryhmad)
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Piirros 6. Entéds tama sitten? (Ei-Va—Ne-ryhmad)

59



Kirjallisuus

Dienes, Z. 1999. Epitsiik fel a matematikat (Rakennetaan matematiikkaa).
SHL Hungary Kft. Budapest.

Elkonin, D. B. 1964. Gyermeklélektan (Lastenpsykologia). Budapest:
Tankonyvkiadé.

Kiss, T. 1992. A gyermek értelmi fejlodése az elso hat évben Piaget
szellemében. Mo6dszertani segédanyagok. (Lapsen dlyllinen kehitys
ensimmdisten kuuden vuoden aikana Piaget'n hengessd. Didaktisia
materiaaleja). Debrecen.

Kiss, T. 1994. A gyermek matematikai gondolkod4dsanak megalapozésa és
fejlesztésének metodikaja (Lapsen matemaattisen ajattelun
pohjustaminen ja sen kehittimisen metodologia). Uj Pedagégiai
Szemle, 12.

Klein, S. 1980. A komplex matematikatanitasi médszer
Pszichol6giaihatasvizsgalata (Kompleksisen matematiikanopetuksen
vaikutuksen psykologinen tutkimus). Budapest: Akadémia Kiadé.

Landau, E. 1990. Batorsag a tehetséghez (Rohkeutta lahjakkuuteen).
Budapest: Calibra.

Mérei, F. 1967. A gyermek lelki fejlodése - viladgképtinkben (Lapsen
henkinen kehitys - maailmankatsomuksessamme). Valosag X. 9.
Szam.

Mérei, F. & Binét A. 1975. Gyermeklélektan (Lastenpsykologia). Budapest:
Gondolat.

Oravecz, M. & Kivovics, A. 2005. Matematiikan opetus Varga-
menetelmalld Unkarissa. Suom. A-M. Viljanen-Pihkala. Teoksessa E.
Korpinen (toim.) Matematiikkaa unkarilaisittain Suomessa ja
Unkarissa. Matematika Magyar médra Finnorszagban és
Magyarorszagon. Jyvaskyld: TUOPE. Tutkiva opettaja 2, 22-31.

Piaget, J. & Inhelder, B. 1966/2004. Gyermeklélektan (Lastenpsykologia).
Budapest: Osiris.

Skemp, R. 1975. A matematikatanulas pszichol6gidja (Matematiikan oppimisen
psykologia). Budapest: Gondolat.

60



Eira Korpinen

MITEN "UNKARILAINEN MATEMATIIKKA”
- VARGALAINEN PEDAGOGIIKKA -
TUKEE OPPILAAN MINAKASITYKSEN JA ITSETUNNON

KEHITTYMISTA?
Tausta ja tarkoitus
Kirjoitukseni ~ liittyy = Tutkiva opettaja  -verkostossa vuonna 2000
kdynnistyneeseen “Matematiikkaa unkarilaisittain” —projektiin.

(www.jyu.fi/okl/tuope). Hanke alkoi opettajien tdydennyskoulutuksena ja
kouluvierailuina Unkarissa vuosina 2000 —2005. Aluksi kouluttajina toimivat
unkarilaiset opettajat, mutta myohemmin myds suomalaiset opettajat, jotka
perehtyivét ja alkoivat opetuksessaan toteuttaa ”"unkarilaista matematiikkaa”.
Merkittavad tassd hankkeessa on ollut myos kehittamis- ja tutkimustyo, joka
sen ympdrilld virisi. Siitd esimerkkind Pirjo Tikkasen vuonna 2008 tarkastettu
vditoskirja, joka on laajin ja perusteellisin tutkimus, joka pureutui erityisesti
suomalaisten = ja  unkarilaisten = perusopetuksen  neljdsluokkalaisten
matematiikkakokemuksiin. Henkilokohtaisesti “Matematiikkaa
unkarilaisittain” -projekti on merkinnyt alkua matkalle ”ilon pedagogiikkaan”.

Artikkelissa tarkastelen oppilaan mindkdsityksen ja  itsetunnon
kehittymisedellytyksid erityisesti “unkarilaisen matematiikan” - vargalaisen
pedagogiikan - muodostamassa kontekstissa. Taustateoria rakentuu
humanistis-konstruktivistiseen =~ ndkemykseen oppilaan mindkésityksen,
mindkuvan ja itsetunnon kehittymisestd kokonaisvaltaisena ja syvallisend
oppimisprosessina. Tutkimus on luonteeltaan etnografinen tapaustutkimus.
Tutkimusaineisto on kerdtty luonnollisissa olosuhteissa kouluvierailuilla
Unkarissa sekd opettajien tdydennyskoulutus-tilaisuuksien yhteydessa
Suomessa vuosina 2000 —2004. Aineisto koostuu muistiinpanoista, valokuvista,
havainnoista oppitunneilla sekd haastatteluista ja keskusteluista unkarilaisten ja
suomalaisten pedagogien kanssa.

Terve itsetunto, miti se on?

Terve itsetunto ja mindkdisitys on ihmiselld, joka tuntee itsensd: omat vahvat ja heikot
puolet. Hin osaa arvioida toimintaansa realistisesti ja tarkasti. Hin suoriutuu kyky-
jensd mukaan. Hin on luova, rohkea ja kdyttid omia ideoitaan. Terve itsetunto on
ihmiselld, joka ilmaisee mielipiteensi pelkidmdtti. Hin tulee toimeen muiden kanssa,
haluaa toimia ryhmdssd; osaa iloita seki omasta ettd toisten onnistumisesta ja hdin ei
masennu epidonnistumisesta. Hin kunnioittaa rajoja. Hin on optimistinen ja luottaa
itseensd.

Terveen itsetunnon, myonteisen ja realistisen mindkuvan sekd mindkéasityksen
kehittdiminen on suomalaisen peruskoulun keskeinen tavoite. (Terveen
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itsetunnon edistdiminen peruskoulussa 1997). Hyva itsetunto voidaan ndhda
oppimistuloksena, joka kehittyy kokonaisvaltaisessa, kokemuksellisessa
vuorovaikutuksessa lapselle tdrkeiden ihmisten kanssa. Koulussa opettajan
merkitys ja rooli oppimisen ohjaajana ja mindkdsityksen sekd itsetunnon
kehittdjand on keskeinen.

Ihminen toimii sen mukaan, millainen késitys hénelld on itsestddn, ei sen
mukaan, millaiset hdnen todelliset ominaisuutensa tai kykynsa ovat. Kun lapsi
toimii ymparistossddn sen mukaan, millainen k&sitys hdnelld on itsestddn,
vaikuttaa itsetunto vdistamdttd siithen, mitd lapsi oppii. Jo siksi, koska
myonteiselld  itsearvostuksella on todettu olevan yhteyttd hyviin
koulusaavutuksiin, tulisi koulussa opettaa lapsille tietojen ja taitojen lisdksi
luottamusta omiin kykyihin. Tunne omasta patevyydestd kantaa pitkille lapsen
tulevaisuuteen.

Itseddn arvioiden lapsi voi huomata vahvuutensa ja asettaa tavoitteensa
tasolle, jotka hdnen on mahdollista saavuttaa. Omien tavoitteiden
saavuttaminen innostaa oppimaan ja pyrkimddn yhd parempiin saavutuksiin.
Lapsen arviot omista onnistumisista ja epdonnistumisista vaikuttavat lapsen
koko kehitykseen. Omat onnistumiset ja epdonnistumiset tallentuvat osaksi
itsetuntoa; menestys nostaa tulevan toiminnan tavoitteita ja tappio laskee niita.
Myonteinen késitys itsestd ja omista kyvyistd auttaa oppimaan; hyvddn
suoritukseen tarvitaan taidon lisdksi uskoa omiin kykyihin. Koulussa lapselle
osoitetaan suoraan tai valillisesti joka pdivéd, millainen hén on.

Lapsi viettdd niin paljon aikaansa kdymailld koulua, ettei kouluajan
merkitystd itsetunnon kehittymiselle voi kiistdd. Koulu, toverit ja harrastukset
rakentavat vanhempien ja kodin lisdksi lapsen itsetuntoa. Myonteisen
itsearvostuksen ollessa arvioinnin tavoitteena oppilaan suorituksia ei verrata
toisten oppilaiden suorituksiin. Oppilaiden keskindinen vertailu synnyttad
kilpailua, jolloin vain harvojen itsetunto vahvistuu ja véhintddn yhtd monen
oppilaan tunne omasta huonommuudestaan lisdantyy.

Minikadsitys ja oppiminen

Yksilon mindkédsitys sisdltdd kaiken sen, mitd tieddmme ja uskomme
itsestimme. Se sisdltdd kaikki ne ominaisuudet, tiedot, taidot ja uskomukset,
jotka yksilo liittdd itseensd. Ne tuntomerkit, ominaisuudet ja roolit, joita
yksilolld ei juuri nyt ole, mutta jotka hédn toivoo saavuttavansa, muodostavat
hénen ihannemindnsd. Mindkidsityksen muodostuminen on oppimiseen
liittyvéda ja se on oppimisen tulosta.

Kun oppimista tarkastellaan yksilokeskeisesti, oppimisessa on kyse
yksilon persoonallisuuden rakentamisesta eli mindn kehittymisestd. Yha uusien
tietojen ja taitojen oppiminen merkitsee mindn eri ulottuvuuksien lisdantymista
ja entisten wuudelleen organisoitumista. Muodostunut mindkédsitys on
kokemusten tulkki. Se mé&arad, mitka tiedot, taidot ja kokemukset ovat yksilolle
merkityksellisid, ts. mitd hdn haluaa oppia. Toisaalta oppiakseen
menestyksellisesti yksilon tulee ndhdé itsensd kykenevand oppimaan. Hanelld
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tulee olla myonteisid odotuksia oppimisen suhteen. Hénen itseluottamuksensa
vaikuttaa tavoitetason asettamiseen ja siithen energiamddrdan, jonka hdan on
valmis oppimistehtdvan suorittamiseen kdyttamadn ja sitoutumaan siihen.

Syvillinen oppiminen merkitsee yksilon koko persoonan ldpdisevaa
muuttumista; kokemusta siitd, ettd selviytyy ja haluaa ponnistella kohti uusia
vaativampia haasteita. Vuosikymmenien jdlkeen yksittdiset tiedot ja irralliset
taidotkin saattavat unohtua, mutta onnistumisen ilo tai epdonnistumisen hdped
saattaa sdilyd voimakkaana koko persoonallista kokemusta savyttimdnd ja
toimintaa suuntaavana (estdvand) tekijana.

Oppiminen on yksilon kannalta aina kokonaisvaltainen tapahtuma, jossa
on mukana koko persoona. Samalla kun opiskellaan esim. matematiikkaa,
opitaan jotakin siitd, millainen olen matematiikan oppijana, mikd merkitys
matematiikalla on minulle, mihin matematiikkaa tarvitsen. Matematiikan
oppimiseen liittyy tunteenomaisia affektiivisia elementtejd: arvoja, asenteita,
motivaatio ja mindkasitys: kdsitys itsestd matematiikan oppijana.

Koulun ja opettajan merkitys oppilaan mindkasityksen kehitykselle

Monet kouluun liittyvit tekijat, institutionaaliset piirteet - koulun ilmapiiri,
oppilaiden  ryhmittely, paatoksentekojdrjestelmait, palkitsemis-  ja
rankaisumenettelyt, koulun arviointijarjestelmd ja muu pedagogiikka -
vaikuttavat oppilaiden mindkasityksen rakentumiseen. Opettajan merkitys on
erityisen keskeinen koulun oppimistoimintojen ohjaajana.

Opettajan vaikuttamisen mahdollisuus on siind, ettd oppilas hyviksyy
hénet itselleen tdrkedksi henkiloksi, jonka palautteen hdn suostuu ottamaan
vastaan ja sisdistimddn osaksi mindrakennettaan. Seuraavassa keskitytadankin
opetuksellisen vuorovaikutuksen ldhempddn tarkasteluun, jossa ldhtokohtana
on opettajan itsetunto ja sen merkitys opettajan toiminnassa.

Opettajan ja oppilaan itsetunnon kehittymisen "kohtalonyhteys”

Kasvattajan ja opettajan sekd lapsen vanhemman terve itsetunto on hénen
tyonsad onnistumisen paras tae. Opettaja vaikuttaa koko persoonallaan ja hdanen
kayttdytymisessddan ndkyy myos, millaisena hdan kokee itsensd. Tutkimusten
mukaan opettajat, joilla on alhainen itsetunto, kédyttavit perinteisid, muodollisia
opetusmenetelmid ja heiddn opetustyylinsé on joustamaton. Terveen
mindkasityksen omaavat opettajat luovat luokkaympariston, jossa oppilaat
puhuvat enemmén, oppilaiden ja opettajien vuorovaikutus on runsaampaa ja
oppilaat saavat yksilollistd tukea enemmaén. Téllaisessa ilmapiirissd oppilaat
ilmentdvit enemman luovaa ajattelua.

Itsestddn epdvarma opettaja ei pidd opettamisesta, hdn saattaa olla liian
kontrolloiva, autoritaarinen tai suhtautua jopa vihamielisesti oppilaita kohtaan.
Opettajan itsetunnolla on havaittu olevan yhteys my6s oppilaiden itsetuntoon.
Itsensd hyvaksyva opettaja hyvaksyy myos muut ihmiset seké aikuiset ettd lapset.

Monet hyvéan opettajan ominaisuudet liittyvét sithen, miten henkilo nékee
itsensd. Itseensd luottavat opettajat suosivat aktiivisia ihmiskontakteja, kun taas
ne, joilla on heikko emotionaalinen tasapainoisuus, eivét suosi ihmiskontakteja ja
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he ovat myos autoritaarisempia. Autoritaarisuutta korostavat opettajat eivt
onnistu luokissaan kasvattajina niin hyvin kuin oppilaskeskeisyyttd luokissaan
korostavat opettajat, joille on tyypillistd halu jakaa vastuuta oppilaille. Talloin
oppilaat ottavat vastuuta myos yhteisten sddntdjen noudattamisesta.

Mindkdsitys muodostuu sosiaalisessa vuorovaikutuksessa ja se myos
hejjastuu  sosiaaliseen vuorovaikutukseen, jollaista opettajan tyo mita
suurimmassa maddrin on. Luokkahuone on myds sosiaalisen oppimisen
ympadristo. Positiivisesti itseensd asennoituva opettaja on my6s malli oppilailleen
tassd suhteessa. Opettajan kasvatusoptimismi on yhteydessd hdanen hyvéaan it-
setuntoonsa ja oppilaiden arvostamiseen. Opettaja uskoo, ettd sekd han ettd oppi-
laat voivat vaikuttaa tavoitteiden toteutumiseen. Itseensd luottava opettaja uskoo
myo0s siithen, ettd han voi vaikuttaa oppilaan oppimiseen ja oppimisvaikeudetkin
ovat voitettavissa.

Kasvattajien (vanhempien ja opettajan) vélinen yhteistyd ndyttad
erityisesti vahvistavan lapsen itsetuntoa. Tehostettu kodin ja koulun yhteistyd,
johon liittyi vanhempien ja opettajan vélinen henkilokohtainen vuorovaikutus,
heijastui oppilaiden mindkokemuksiin: turvallisuuden tunteeseen ja hyvaksyn-
ndn kokemuksiin. Lapsen kannalta yhteistyossd on kyse siitd, ettd han kokee
olevansa tdrked, ldheistensd arvostama ja rakastama. Tamdn kokemuksen han
liittdd mindkokemuksiinsa ja siitd tulee hdnen itsetuntonsa ydin.

Luokan ilmapiiri

Opettajan luoma myo6nteinen ilmapiiri, jolle on tyypillistd kunnioitus, huomio,
huolenpito ja hyviksyntd, osoittaa oppilaalle, ettd hdn on arvokas. Tama johtaa
myonteiseen mindkésitykseen, erityisesti itsearvostukseen. Opettajan oppilaa-
seen kohdistamat odotukset heijastuvat opetuskdyttdytymiseen, mm. palauttee-
seen.

Opettaja luo toiminnallaan luokkaan ilmapiirin, jolla on tdrked merkitys
oppilaan itsetunnon kehitykselle. Tutkimusten mukaan oppilaan itsearvostusta,
itsetunnon kehitystda edisti parhaiten lammin luokkailmapiiri, jota hallitsi
kunnioittava, vahvistava ja empaattinen suhtautuminen oppilaisiin. Oppilaan
itseluottamusta ja hyviad koulusuorituksia edisti opettajan innostava, rohkaiseva
sekd joustava opetustapa, jossa arvostettiin oppilaiden mielipiteitd ja otettiin ne
huomioon opetuksessa.

Oppilaiden itseilmaisua edistivdat parhaiten opettajat, jotka hyvéaksyivat
tunteiden ilmaisun ja toimivat itse esimerkkind ilmaisemalla tunteensa vapau-
tuneesti. Oppilaiden itsendgisyyttd  voitiin  edistdd parhaiten tarjoamalla
mahdollisuuksia itsendisille valinnoille ja asettamalla toiminnalle selkedt, mutta
ei-dogmaattiset siannot.

Tutkimuksissa erotetaan usein kaksi erilaista vuorovaikutusilmapiirid -
valvova ja humaani. Valvovalle ilmapiirille on ominaista: sddntojen ylldpitaminen,
opettajajohtoisuus, autoritaarisuus, oppilaiden kaavamainen kayttdytyminen,
rangaistukset, moralisointi, persoonattomuus, oppilaiden luokittelu ja
tottelemisen korostaminen. Humaanin ilmapiirin piirteitd ovat demokraattisuus,
henkil6kohtaisuus, yksilon arvon kunnioitus, itsekurin korostaminen, joustavuus
ja osallistuminen paatoksentekoon.
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Humaanissa kouluympdristdssi opettajan ja oppilaiden vdlilld on paljon
vuorovaikutusta. Humaanin ilmapiirin kehittdmistd kokeileville kouluille
asetettiin tavoitteeksi oppilaan mindkésityksen kehittiminen, kouluympariston
viihtyvyyttd parannettiin, sosiaalisia taitoja parannettiin, padtoksen teon jakamista
kehitettiin eikd heikoilla arvosanoilla ollut vaikutusta arvostelussa - vain tehty tyo
huomioitiin. Kokeilujen tuloksista kdy ilmi, ettd koulunsa keskeyttdneiden maara
vdheni, vikivaltaisuutta oli vdhemman, samalla kun opiskelijoiden vapaus seka
yhteison kunnioitus lisddntyivdat. Koulun henkilokunnan eldménlaatu ja
mindkdsitys kohentuivat.

Opettajan odotukset
Tutkimusten mukaan menestyvien oppilaiden opettajat odottivat enemmain
oppilailtaan ja ilmensivit sitd mm. seuraavasti:

- opettajat osoittivat luokkatilanteissa henkilokohtaista hyvaksyntada
hymyilemalld enemmén, nyokkaamalld useammin hyvaksyvasti,
kumartumalla oppilaan puoleen ja koskettamalla heitd useammin

- opettajat antoivat oppilaille enemman positiivista palautetta heiddn
vastauksistaan, tyostddn tai kdyttaytymisestdaan

- opettajat antoivat enemman ja haastavampia materiaaleja oppilaille

- opettajat antoivat oppilaille enemman tilaisuuksia vastata kaikessa rauhassa
kysymyksiin ja tutkia ongelmia. Juuri pdinvastoin opettajat kayttaytyivat
niiden oppilaiden kanssa, joiden he eivit uskoneet olevan yhtad kyvykkdita.

Useat muutkin opettajan ja vanhempien odotuksia kasittelevat tutkimukset ovat
osoittaneet, miten kasvattajien odotukset ovat itseddn toteuttavia ennusteita ja
vaikuttavat kasvatuskdytdnteiden kautta lapsen mindkésitykseen ja koulusuori-
tuksiin.

Miten vargalainen pedagogiikka tukee oppilaan itsetuntoa?

Edelld esitelty tutkimustausta muodostaa pohjan seuraaville tiiviille ja
teesinomaisesti  esitetyille periaatteille, jotka ovat Kkeskeisid oppilaan
mindkasityksen ja itsetunnon kehittdmisessd. Olen maddritellyt kyseisen
periaatteen sisdllon, tavallaan katekismuksen tapaan, mitd se on? Sen jdlkeen
olen esittdnyt havaintoja tutkimusaineistoon nojautuen, miten unkarilaisten
opettajien pedagogiikassa (vargalaisuudessa) kyseinen periaate ilmenee ja
todentuu sekd samalla tukee oppilaan mindkasityksen, mindkuvan,
itseluottamuksen, itsetuntemuksen ja terveen itsetunnon kehittymista.
Havainnot perustuvat “empiiriseen dataan” eli oppituntien seuranta-
aineistoon, luentomuistiinpanoihin, keskusteluihin sekd valokuva-aineistoon
unkarilaisten opettajien oppitunneilta Unkarissa sekd heiddn pitdmiltaan
luennoilta Suomessa vuosina 2000 —2004. Analyysi on varsin kokonaisvaltainen
ja alustava synteesi havainnoista. On myds huomattava, ettd oppilaiden
yksilolliset kokemukset ja heiddn mindkasityksensd sekd itsetuntonsa
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muodostaa oman tutkimusalueensa, johon Pirjo Tikkasen (2008)
vditoskirjatutkimus antaa vastauksia hyvin laaja-alaisesti.

Periaate 1. Opetuksessa painottuu oppilaskeskeisyys.

Oppilas kokee olevansa koulussa tirked henkild ja keskeisessd asemassa. Tamd kokemus
edistdd oppilaan perusmotivaatiota, jonka taustalla on itsensi hyviksyvi yksilo.
Oppilaan tulee kokea, etti koulu on hinti varten.

Oppilaskeskeisyys on vargalaisen pedagogiikan ydin. Opetuksessa
huomioidaan lapsen ikddn ja kehitystasoon liittyvat erityispiirteet tarkasti
(Méarta Oravecz 16.3.2001). Asiat selitetddn lapsentajuisesti, mutta samalla
pidetddn huolta siitd, ettd asiat selitetddn myohemmin eteen tulevia
tasmallisempid késitteitd ajatellen oikein. Lapsen yksilollisyys huomioidaan.
Opettajan tulee tuntea esim. jokaisen lapsen kielellinen kehitystaso. Oppilaalla
on lupa myos erehtyd, silld erehtyminen edistdd oppimista. Lapsen annetaan
kertoa, miten hdn on pddssyt vastaukseensa ja hidntd kuunnellaan. Lapsia
rohkaistaan viittelemddn ja kertomaan, mitd he ajattelevat. Jokaisella lapsella
on oma tyokalupakki. Lapset ovat mukana kehittdimdssd materiaalia.
Vargalaisuuteen kuuluvat onnelliset lapset. (Eszter Neményi & Mérta Oravecz
7.6.2004).

Periaate 2. Luokan ilmapiiri humaani.
Humaanille ilmapiirille on tyypillistd persoonallinen, kunnioittava, osallistuva ja
inhimillinen  suhtautuminen. Oppilasta  kunnioitetaan ja hinet hyvdksytiin
persoonallisuutena. Tillainen ilmapiiri turvaa oppilaan mindkdisityksen, erityisesti it-
searvostuksen myonteisen kehityksen. Vain itsensd hyviksyvid yksilé  pystyy
arvostamaan ja hyviksymddn muut ihmiset.

Havaintoni unkarilaisten opettajien oppitunneilta tukevat tdtd periaatetta
voimakkaasti. Opettaja on suhtautumisessa oppilaisiinsa mytnteinen, avoin ja
tasapuolinen. Luokan ilmapiirid voi luonnehtia iloiseksi ja vapaaksi.

Periaate 3. Oppilaiden ryhmittely tapahtuu monipuolisin perustein.

Oppilaan erilaisten ominaisuuksien huomioon ottaminen ryhmittelyratkaisuissa turvaa
mahdollisimman monen oppilaan mindkdsityksen monipuolisen kehityksen. Oppilaalle
tarjoutuu mahdollisuuksia tiedostaa laajemmin persoonallisuuttaan ja rakentaa mindn
eri osa-alueita.

Unkarilaiset opettajat kayttavat hyvin joustavasti oppilaiden ryhmittelya
opetustilanteissa.  Parityoskentelyd, yksintyoskentelyda ja tyoskentelya
isommissakin ryhmissd kdytetddn ja ndyttad siltd, ettd oppilaat saavat itse valita
sen, kenen kanssa haluavat tyoskennella.

Periaate 4. Korostetaan oppilaan itsekontrollia.

Selkedn ja myonteisen mindkdsityksen erds tirked piirre on tunne siitd, ettd hallitsee
omaa eldmdinsd. Kun yksilé voi osallistua itseddn koskevaan pditoksentekoon, hin
kokee itsensi voimakkaaksi ja oppii toimimaan itsendisesti ja vastuullisesti. Oppilaan
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mindkdsitysti kehittivd koulu antaa oppilaille mahdollisuuden osallistua opetuksen
suunnittelua koskevaan piitoksentekoon ja antaa oppilaille vastuuta omasta opiskelus-
taan ja kdyttaytymisestdin.

Havainnot luokkahuonetilanteissa osoittavat, ettd oppilaat saavat ja osaavat
tyoskennelld vastuullisesti ja itsendisesti. Tunneilla keskustellaan paljon.
Oppilaat liikkuvat luokassa vapaasti, nousevat vililld seisomaan jne. Tdma ei
héiritse muita oppilaita. Jokainen huolehtii omista vilineistdan. Matematiikassa
jokaisella on oma tyokalupakki, joka sisdltdd myos itse tehtyjd materiaaleja.

Periaate 5. Korostetaan oppilaiden vilistd vuorovaikutusta ja yhteistyota.
Yksilon mindkdisitys kehittyy sosiaalisessa ympdristdssd ja vuorovaikutuksessa. Koulu,
jonka pddtavoitteena on oppilaan myonteinen mindkdsityksen kehitys, suosii oppilaiden
vilistd yhteistyotd, joka perustuu oppilaiden tukemiselle, ihailulle ja kaikkien oppilaiden
hyviksynnadlle. Tamdi merkitsee mahdollisuutta tyoskennelld ja opiskella pienryhmissd.
Tidlloin yhteistyoti palkitaan ja opetetaan positiivisia vuorovaikutuksen taitoja.

Monet luokkahuonetilanteiden havainnot osoittavat, ettd oppilaat ovat
tottuneet tekemédn paljon yhteistyotd. Siirtyminen luokkahuoneen ulkopuolelle
tyoskentelemddn sujuu myos joustavasti ja tyoskentely pienryhmissd ilman
opettajan valvovaa silmdd onnistuu oppilailta.

Periaate 6. Koulu pyrkii yhteisty6hon vanhempien kanssa.

Vanhemmat ovat lapsen mindkisityksen kannalta tirkeimpid henkiloitd. Heidin
vaikutuksensa on suuri aina nuoruusikiin saakka. Vanhempien lapseensa kohdistamat
odotukset heijastuvat ndiden mindkdsityksen kehitykseen, koulunkdyntimotivaatioon,
tavoitteiden asettamiseen jne. Jotkut lapset tulevat kodeista, joissa vanhemmilla on
alhaiset odotukset tai vanhemmat eivit koskaan ndiyti olevan tyytyovdisii lapsensa
koulumenestykseen. Oppilaan mindkdisityksen kehityksestd vastuuta kantava koulu
tiedostaa, miten tirkedi merkitys vanhemmilla on lapsensa oppimisessa ja yrittii
vaikuttaa vanhempien odotuksiin, antaa palautetta vanhemmille lapsen oppimisesta
sekd tukea vanhempien kasvatustyotd. Tihdn pyritidn monipuolisella koulun ja kodin
viliselld yhteistyolld: yhteisillid tapaamisilla, henkilokohtaisilla opettajan ja vanhempien
viliselld keskusteluilla, joissa myds oppilas voi olla mukana.

Monet keskustelut unkarilaisten opettajien kanssa ovat osoittaneet, ettd
yhteistyd vanhempien kanssa on monipuolista ja kiintedd. Vanhemmat
arvostavat matematiikan opetusta ja oppimista. Vanhemmat tukevat koulun ja
opettajan tyotd myos opetuksessa. Vanhemmat ovat olleet tekemédssd esim.
tyokalupakkiin sisdltyvid vélineitd. Lapset tuovat kotoa materiaaleja, joita
kaytetdan opetuksessa. Vanhempia kdy myo6s koulussa ja he ovat hyvin perilld
siitd, mihin opetuksella pyritaan.

Periaate 7. Pyritidn onnistumisen odotuksiin ja varmuuteen.

Opettajan myodnteiset odotukset oppilaasta liittyvit oppilaan positiiviseen itsearvostuk-
seen ja koulumenestykseen. Koulu voi viestittii oppilaalle odotuksia siitd, ettd hin voi
menestyd ja oppia. Timd merkitsee sitd, etti opetussuunnitelma vastaa oppilaan
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kehitystasoa ja se perustuu sellaisille tiedoille ja taidoille, joita oppilas tarvitsee ja jotka
ovat hinelle henkilokohtaisesti merkityksellisid. Erilaisin opetuksellisin jdrjestelyin
pyritiin siihen, ettd jokaiselle oppilaalle tarjoutuisi onnistumisen kokemuksia, jolloin
oppilaalle kehittyy itseluottamus, mydnteinen kdisitys itsestidin oppilaana. Tilloin
oppilaalla itsellddn on myonteiset odotukset oppimisen suhteen.

Unkarilaiset pedagogit korostavat opetuksessaan onnistumisen kokemuksia.
Opetuksessa huolehditaan siitd, ettd se vastaa oppilaan kehitystasoa.
Toimintamateriaalin, erilaisten apuvélineiden avulla opetusta voidaan eriyttaa
vastaamaan oppilaan osaamistasoa. ”Vadrid” vastauksia ei ole, vaan opettaja
pyrkii selvittdmadan, miten oppilas on pddtynyt ajattelussaan sithen, mitd han
vastaa. Lapset saavat puhua ja opettaja kuuntelee. Havainnot
vuorovaikutustilanteista luokkahuoneessa osoittavat, ettei erehtyminen herita
muissa oppilaissa negatiivisia reaktioita. Opiskeluilmapiiri on hyvin
myonteinen ja oppilaat sekd opettaja innokkaita ja iloisia. (Marta Oravecz
6.11.2002).

Periaate 8. Opetuksessa pyritiin eliminldheisyyteen.

Kun koulu haluaa edistii oppilaan mindkdsityksen kehittymistd, opetussuunnitelmaan
on organisoitava jokapiivdisessd elimissd esiin tulevien ongelmien ratkaisemiseen ja
lasten/nuorten ihmisten tarpeiden pohjalta. Timd merkitsee sitd, ettd oppilailla on
mahdollisuus tutkia ympdristoddn ja itseddn koskevia asioita ja tehdi pditoksid, jotka he
suhteuttavat mindkdsitykseensd.

Unkarilaisten pedagogien opetuksen yksi kulmakivi on ”"todellisuuteen
perustuvien kokemusten hankkiminen”. Kokemuksia hankitaan monien aistien
kautta: kuulo, ndko, liike, koko keho jne. Lapset rakentavat, laskevat, peittavat,
punnitsevat, mittaavat, tdyttdvat, ndyttelevdat ym. Matematiikan tehtdvit ja
esimerkit ovat lapsen maailmasta; ne ovat lapsen kannalta mielekkditd ja
kehittdvid, mutta eivat merkityksettomid. (Marta Oravecz 16.8.2000); Agnes
Kivoviczne 6.11.2002).

Periaate 9. Oppikirjan yksipuolisesta kdytostd pyritiin ongelmakeskeiseen
opiskeluun.

Oppilaan mindkdisitystd kehittivdssi koulussa ja opetuksessa kiinnitetdiin tasapuolisesti
huomiota eri tavoitealueisiin. Opetusmuodot ja sisdllét on wvalittu kehittdmdin
yhteistyotd,  osallistumista  ja  vuorovaikutusta  mielenkiintoisten  projektien
toteuttamiseksi. Niissd voidaan yhdistid teoria ja kaytinto.

Oppikirja on unkarilasten opettajien opetuksessa sivuroolissa. Sen sijaan
opetuksessa painottuu toiminnallisuus ja runsas apuvilineiden kaytto, joiden
tekemiseen myos oppilaat ja heiddn vanhempansa voivat osallistua.
Opetuksessa edetddn konkreettisesta abstraktiin. Apuvélineiden turvin voidaan
palata takaisin konkreettiseen vaiheeseen. Opetuksessa kaytetddn kehittavia
leikkejd. Leikillisyys ja leikki on tdrkedssd asemassa. Vanhat pelit ovat
ahkerassa kdytossd matematiikan opetuksessa. Lapsille annetaan aikaa ja tilaa
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leikkid. Leikin avulla oppiminen vahvistuu. (Agnes Kivoviczne & Marta
Oravecz 30.11.2001; Eszter Nemenyi 7.6.2004).

Periaate 10. Pyritidn monipuoliseen arviointiin.

Arvioinnissa painottuu yhdessi suoritettu arviointi ja itsearviointi. Tilldin oppilailla
on monia mahdollisuuksia kehittyd persoonallisesti ja sosiaalisesti: kehittid mindkii-
sityksensi selkeyttd ja syvyyttd.

Arviointi on luonnollinen osa opetusprosessia. Kokeita opettajan ei tarvitse
pitdd pikkuoppilaille, silld luonnolliset opetustilanteet tarjoavat opettajalle
runsaasti mahdollisuuksia tietdd, millaista jokaisen oppilaan oppiminen on.
Tunneilla oppilaat saavat puhua paljon ja keskustella opettajan sekd muiden
oppilaiden kanssa. Vuorovaikutuksessa hankittu ja saatu henkilokohtainen
palaute tukee itsetuntoa ja suuntaa oppimista. (Marta Oravecz 2004).

Yhteenvetoa

Vargalaista pedagogiikkaa on syytd tarkastella yhteenvedonomaisesti vield siltd
kannalta, miten siind korostuu hyvdn vuorovaikutuksen tunnuspiirteet.
Havaintojeni mukaan metodissa korostuvat seuraavat opettajan vuorovaikutusta
koskevat piirteet, jotka tutkimusten mukaan ovat keskeisimpid oppilaan
itsetunnon kehityksen kannalta:

- Opettaja suosii oppilaskeskeisid tyttapoja. Antaa oppilaiden valita omien
ideoidensa pohjalta materiaaleja ja tydskentelytapoja. Opettaja asettaa rajat
toiminnoille, mutta tukee ja rohkaisee yksilollistd tyotd ja itseilmaisua.

- Opettaja auttaa oppilaita valitsemaan oppimiskokemuksia, jotka heijastavat
heiddn omia harrastuksiaan, tarpeitaan ja kiinnostuksen kohteita.

- Opettaja persoonallistaa opetustaan, antaa yksilollistd palautetta.

- Opettaja ylldpitdd hyvaksyvad ja lammintd ilmapiirid luokassa.

- Opettaja huolehtii, ettd jokainen oppilas saa osakseen hyvaksyntdd myos
muilta oppilailta.

- Opettaja auttaa oppilaita arvioimaan itseddn realistisesti ja antaa aikaa
itsearviointiin.

- Opettaja antaa tunnustusta myos itselleen. Han tiedostaa omat vahvat ja
heikot puolensa.

Kouluympéristossa opettajan vaikutus oppilaan itsetuntoon perustuu siihen, etta
oppilas hyvéksyy hénet itselleen tdrkedksi henkiloksi. Lapsen on sitd helpompi
kokea opettaja itselleen tdrkedksi, mitd enemmaéan opettajan arvot, asenteet ja
uskomukset sekd lapsesta tehdyt havainnot ovat samankaltaisia kuin lapsen
vanhemmilla. Jos oppilas todella kokee opettajan itselleen merkitykselliseksi
ihmiseksi, hédn sisdistdd opettajan kuvan itsestddn osaksi mindkaésitystddan. Taman
takia opettajan on tiarkedd tiedostaa oma vaikutusvaltansa voidakseen toimia par-
haalla mahdollisella tavalla oppilaalle merkityksellisen ihmisen roolissa.
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Unkarilainen metodi tdyttdd monet keskeiset ehdot, joita terveen
itsetunnon ja myonteisen mindkuvan kehittdiminen koulutukselle ja opettajan
toiminnalle asettaa. Metodi on oppilaskeskeinen; opettaja ylldpitdd myonteistd,
hyvaksyvdd ja lammintd luokkailmapiirid, antaa yksilollistd palautetta, suosii
oppilaskeskeisid tyotapoja, persoonallistaa opetustaan, auttaa oppilaita
arvioimaan omaa oppimista, antaa aikaa itsearvioinnille. Metodin kulmakivi on
todellisuuteen perustuvien kokemusten hankkimisessa, mika tekee opetuksesta
eldamdnldheisen ja tarjoaa oppilaalle voimaantumisen kokemuksia. Opetus on
ongelmakeskeistd, monipuolista ja toiminnallista sekd sisdltdd eritasoisille
oppilaille haasteita.

Jatkotutkimusehdotuksia ja pohdintaa

Tassd artikkelissa on eritelty mindkésitysteoria ja aikaisemmat tutkimukset
ldhtokohtana unkarilaisten opettajien pedagogiikkaa siltd kannalta, miten
itsetunnon kehittamisen edellytyksid pedagogiikassa toteutetaan. Tarkastelu on
vasta alustava ja esitutkimuksen luonteinen. Aineisto, josta ”“todisteita” haettiin
ja tulkintoja tehtiin, on laajuudeltaan kuitenkin riittdvd. Se on hankittu ldhes
viiden vuoden aikana. Oppituntien observoinnit on tehty seuraamalla opetusta
luokkahuoneissa, valokuvaamalla opetustilanteita jne. Myos videomateriaalia
olisi ollut kdytettdvissd, mutta tdhdn artikkeliin sitd ei ollut mahdollista saada
aikapulan takia. Toinen ldhdemateriaali liittyy unkarilaisten pedagogien
pitdmiin luentoihin koulutustilaisuuksissa sekd haastatteluihin ja lukuisiin
keskusteluihin heiddn kanssaan. Tutkimuksen luotettavuus - havaintojen
tekeminen, niiden tulkinta sekd johtopaddtokset - liittyy pé&ddosin siihen
asiantuntemukseen, jota kirjoittaja on saanut toimiessaan opettajana sekd
opettajankouluttajana yli 20 vuoden ajan.

Mindkasitystutkimusta olen tehnyt noin 30 vuoden ajan. Keskeisid teemoja
on ollut mm. mindkéasitys kasvatuksellisena késitteend (Korpinen 1989),
peruskoululaisen  mindkésitystutkimus edustavalla otoksella; n=3245,
(Korpinen 1990), luki-oppilaiden mindkasitys (Korpinen 1993), suomalaisten ja
virolaisten peruskoulun p&ddtosvaiheessa olevien itsetunnon vertailu (Korpinen
2000). Oppilasarvioinnin kehittamistutkimuksessa 1970 — 80-luvulla
mindkésitysteoria muodosti keskeisen ldhtokohdan, jonka valossa oppilaiden
oppimistuloksia seurattiin koe- ja kontrolliryhmissd (Korpinen 1982; Korpinen
1987; Korpinen 1998).

Artikkelissa  raportoitu  tutkimus on luonteeltaan laadullinen
tapaustutkimus ja sitd voi pitdd ldhinnd etnografisena. Olisi tdrkedd voida
laajentaa tutkimusta my6s maddrdlliseen suuntaan. Unkarilaisten ja
suomalaisten lasten itsetunnon vertailu, koulua koskevat asenteet, asenteet
matematiikkaan jne. on tdrked jatkotutkimuksen aihe. Sitd kisittelee osaltaan
Tikkasen (2008) viitoskirjatutkimus.

Oppilaan itsetunnon kehittdminen erityisesti matematiikan alueella ja
avulla tarjoamalla oppilaalle runsaasti mahdollisuuksia onnistumisen
kokemuksiin, henkilokohtaiseen palautteeseen; kiinnittamadlla huomiota
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myonteiseen vuorovaikutusilmapiiriin jne. olisi tdrked tutkimusaihe, jolle
16ytyy perusteita aikaisemmista tutkimuksista sekd min&késitysteorioista.

Menestyminen sellaisella oppimisen alueella, jota yleisesti arvostetaan,
vaikuttaa tehokkaimmin itsetunnon myonteisyyteen. Koska matematiikka on
arvostettu oppiaine sekd koulussa ettd vanhempien taholla, voisi olettaa, ettd
menestyminen matematiikassa vaikuttaa jopa yleiseen itsearvostukseen. Hyvit
taidot matematiikassa vaikuttavat lapsen ja nuoren eldmddn monin tavoin;
oppilaan eldmanhallintataidot lisdéntyvat. Koska matematiikka on tdrked aine
yhteiskunnankin kannalta, oppilas voi saada osaamisensa myotd myos
voimaantumisen kokemuksia ja samalla tulevaisuuden uskoa.

Varga-metodi sisédltdd lukuisia piirteitd niistd tekijoistd, jotka liitetdan
myonteisen mindkuvan ja itsetunnon kehittymisedellytyksiin. Toivon, ettd
artikkelissani olen onnistunut vakuuttamaan myos lukijan unkarilaisten
pedagogien  toiminnasta, @ ennen  muuta  heiddn  opetuksellisen
vuorovaikutuksensa laadusta ja opetusilmapiiristd, jotka ovat tutkimusten
mukaan kaikkein tarkeimpid tekijoitd oppilaan itsetunnon kehittymisessa.
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Marjatta Naidtinen

MATEMATIIKKADIPLOMIT

Matematiikkalehti Solmu ja Varga-Nemenyi -opetustyyli

Matematiikkalehti Solmu http://solmu.math.helsinki.fi toimi julkaisu- ja
jakelukanavana alusta alkaen, kun Varga—Neményi -menetelméd alettiin tuoda
Suomeen ja péddstiin kokeilemaan n. vuonna 2000. Solmuun kerittiin tiedostoja
unkarilaisten opettajien Suomessa pitdmistd kursseista, kddnnettiin suomeksi
unkarilaisia tehtdvid ja kirjoituksia unkarilaisten ideoista koskien matematiikan
opettamista, erityisesti Varga-Neményi -menetelmadstd alkuopetuksessa.

Tunnusomaista menetelmdlle ovat kaikkien aistien ja hienomotoriikan
harjoittaminen, fyysinen aktiivisuus, ikdkauden mahdollisuuksien huomiointi,
runsas ja harkittu apuvélineiden kdytto. Matematiikan késitteitd pohjustetaan
hankkimalla niihin liittyvid kokemuksia ja etenemalld konkreettisesta, omasta
kokemuksesta ldhtien yhd abstraktimmalle tasolle. Perustana on usko siihen,
ettd lapsella on oma rajaton valmius ja halu oppia ja tdtd omaa keksimistd
tuetaan.

Unkarilaisessa tyylissd korostetaan myos asiasta puhumista, opettajan
johdattelemaa keskustelua. Toimintavilineiden kaytto pddtyy asian
esittimiseen “matematiikan kielelld”. Vilineiden suunnitelmallisen kayton
avulla lapsi etenee matematiikan oppimisessa kuin valmista polkua kulkien.
Hén voi myo6s palata aikaisempiin vélineisiin, jos lisdharjoittelua tarvitaan.
Matematiikan tehtédvid tekemdlld saa hyvad harjoitusta, paitsi matematiikassa,
myds loogisessa ajattelussa ja monenlaisessa kehittdvassda puuhailussa. Aivoja
voi harjoittaa samoin kuin lihaksia. Erityisesti kasvuidssd tama on tarkedd. Ellei
harjoittele, ei edistykddan. Nama kasitykset vahvistaa aivotutkimus.

Aivotutkimuksen tuloksien kidyttod matematiikan alkuopetuksessa

Aasiassa on maita, joissa uskotaan, etteivit lapsen aivot kehity kunnolla, ellei
sormilla harjoiteta hienomotoriikkaa esimerkiksi leikkimaélld runsaasti erilaisia
sormileikkeja. Moderni aivotutkimus vahvistaa ndméd vanhat uskomukset;
aivotutkimuksessa on todettu, ettd késilld ja erityisesti joka sormella on aivoissa
oma alueensa. Tarttumaote taas mahdollisti aikanaan tyokalujen kayton, jolle
ihmisen ylivalta lajina suureksi osaksi perustuu.

Aivotutkimuksen tuloksia kédytetddn matematiikkadiplomitoiminnan
valinnoissa. Internet on erinomainen jakeluviline, mutta on tietoinen valinta,
ettd matematiikkadiplomitehtdvissa sitd  kdytetddan vain jakeluun.
Diplomitehtdvét tulostetaan ja tehd&ddn tehtavapaperille, eikd konetydskentelyéa
kdytetd. Perustelu kasilld eikd koneella tyoskentelyyn on siis aivotutkimuksen
vahvistama ja jo vuosituhansia eri puolilla maailmaa kaytetty tieto aivojen
kehittymisen ja hienomotoriikan yhteydestd. Yleisesti patee, ettd kayttamatta
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jddvéat aivojen alueet pienenevit ja harjoitetut kehittyvat. Esimerkiksi sokeilla
kuuloaisti ottaa kdyttoon toimettomaksi jddneitd ndkoalueita (Kujala, Alho &
Nadtanen 2000). Muusikoilla kehittyvéat erityisesti oman soittimen kayttoon
tarvittavat hienomotoriikan aivoalueet ja tuotetun musiikin prosessointiin
tarvittavat kuuloalueet (Elbert ym. 1995).

Lapsuudessa aivot muokkautuvat huomattavan nopeasti, joten on
erityisen tdrkedd harjoittaa lapsuusaikana mahdollisimman monipuolista
toimintaa. Pohja koko eldmdd varten luodaan silloin. Aivot muuttuvat omien
toimintojen ja elintapojen mukaan, mutta vanhempanakaan ei ole liian
myohdistd. Esimerkiksi vanhenemisen mukana supistuneita aivoalueita on
saatu korjaantumaan liikuntaa lisdaamalla.

Mahdollisimman monipuolinen toiminta ylldpitdd aivoja. Tamd koskee
sekd fyysistd ettd henkistd puolta. Sanonta “use it or lose it” pitdisi ottaa
kayttoon Suomessakin. Aivojen tarvitsemaa harjoitusta ei saada, jos lapset
siirtyvdt suoraan tietokoneen &ddreen kdymittd ensin ldpi perinteistd
hienomotoriikkavaihetta. Ihmisen aivojen kehittyminen vaatii edelleen
hienomotoriikan laajamittaista kdyttoda varhaislapsuudesta alkaen. Jo
nykynuorten késialoja katsomalla nékee, ettd on vdhennetty liikaa luontaista
hienomotoriikan luontaista kadyttod ja harjoitusta siirtymadlld liilan varhain
koneen kayttoon.

Matematiikkadiplomien taustaa

Kirjan ja Ruusun pédivdnd vuonna 2007 jaettiin Jyvéaskyldn normaalikoulussa
alakoululaisille lukudiplomeita. Lukudiplomi on oppilaiden lukemis-
harrastusta kannustava tunnustus, joka on ollut tarjolla jo vuosia.
Unkarilaiskokeilussa alusta alkaen mukana ollut KT Pirjo Tikkanen sai silloin
idean matematiikkadiplomista. Hdn alkoi miettid, voitaisiinko tarjota vastaavaa
myds matematiikassa. Han kysyi minulta, voisiko Solmu toimia
jakelukanavana. Aikani mietittydni lupasin yrittdd. Solmun etusivulta
http:/ /solmu.math.helsinki.fi 16ytyy nyt reitti matematiikkadiplomisivulle,
sielld on ohjeet ja ensimmadiset viisi diplomia tehtdvineen.

Lapset kysyvit usein kotona: "Mitd nyt tekisin?” Matematiikkadiplomin
tehtdavat tyydyttavat lasten toiminnan tarvetta. Diplomi my6s monipuolistaa
lasten harrastuksia. Matematiikan talon rakentamisessa on alkuperustus erittdin
tarkedd. Ensi vuosina syntyvét perustiedot ja asenteet. Myonteiset kokemukset
kannustavat ~ jatkamaan. =~ Suomalaisten = oppilaiden  kansainvaélisissa
oppimistulosvertailuissa tulevat sddnnollisesti esille suomalaisille ominaiset
jakaumat, joista huiput puuttuvat. Tuskin suomalaiset kuitenkaan eroavat
muista matematiikan oppimiskykyjensd suhteen. Kenties selitys onkin, ettei
oppilaille tarjota kylliksi haasteita ja erityyppisid tehtdvid sekd painoteta
keskittynyttd itsendistd tyoskentelyd ja joustavaa, mutta perusteltua loogista
ajattelua.
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Oppilaille diplomin saaminen on tdrkedd. He ovat innostuneita ja ylpeitd
diplomistaan. Sitd voidaan sdilyttdd muistojen laatikossa, jossa on merkittavia
tapahtumia lapsen eldmaésta tai kehystda seinille.

Matematiikkadiplomin tehtivit

Tehtdvidt syventdvdt Perusopetuksen opetussuunnitelman 2004 matematiikan
sisdltoalueita. Diplomit eivét kuitenkaan ole tiukasti sidottuja vuosiluokkiin,
vaikka diplomien numerointi kertoo etenemisestd suunnilleen vuosiluokkien
mukaisesti.

Lukudiplomin tavoin myos matematiikkadiplomi antaa mahdollisuuden
hauskalle ja hyddylliselle harrastukselle, tarjoaa haasteita ja hauskaa ja
monipuolista toimintaa lapsille. Diplomitehtdvid voi tehdd yksin, kaverien
kanssa, perheen yhteisend harrastuksena tai oppitunnilla. Diplomitehtadvét
sopivat myos kerhotoimintaan, matematiikkakummi-toimintaan ja yksityiseen
kertaukseen. Diplomitoiminta ei ole oppilaiden valista kilpailua, vaan oppilaille
tarjotaan hauskoja ja haastavia tehtdvid jo ensi luokasta alkaen. Niilld oppilas
voi ottaa mittaa itsestddn. Tehtdvid ratkaistaessa on toivottavaa keskustella
toisten kanssa, jotta myos matematiikan kielen kéytto kehittyy ja itse kukin
joutuu pukemaan sanoiksi ajattelunsa. Oppilas voi kysyd neuvoa ja tehdd
yhteistyota.

Tdrkeintd on, ettd innostus herdd ja oppilaat huomaavat oppivansa
matematiikkaa. Diplomi palkitsee harrastuksen ja antaa ponnistelun jédlkeisen
tuloksen ilon. Jotkut tehtédvit ovat helppoja, jotta kaikki padsevat mukaan, toiset
taas haastavat vaativampaan pohdintaan. Ajatteluahan on kehitettdva kuten
kaikkia muitakin taitoja ja toimintoja. Esimerkiksi ensimmadiselle luokalle on
tehtdavid luvuista ja laskutoimituksista, algebran alkeista, geometriasta ja
mittaamisesta, tietojen késittelystd ja tilastoista, eri vaihtoehtojen etsimisestd
sekd ongelmanratkaisusta.

Tehtdvid ratkaistaan tulosteelle kirjoittaen, piirtden ja askarrellen, jotta
erittdin tdrked ja nykyisin liian vidhéalle harjoitukselle jadva hienomotoriikka
kehittyy. Tehtdvidt ohjaavat koululaisia kdyttdmaan myos toimintavilineita
ongelmien ratkaisemiseksi. Esimerkiksi piirrettyd kyndd mitataan pienilld ja
isoilla paperiliittimilld. Niiden tarkoituksena on tarjota oivallus mittayksikon
merkityksestd mittaustulokseen. Kuvioiden pinta-alan mittaamiseksi leikataan
pikkunelioitd, joilla kuvio peitetddn kertaalleen. Ndin oppilas saa konkreettisia
kokemuksia ajattelunsa perustaksi.

Tehtdvilld tarjotaan lapsille kokemuksia matematiikan kasitteistd, jotka
tarkentuvat mythemmin noustaessa portaita konkreettisesta abstraktiin.
Matematiikan oman rakenteen kéytto pohjana on tiarkedd. Esimerkiksi lukujen
jaollisuutta pohjustetaan alusta alkaen, murtolukuja havainnollistetaan
piirroksin paljon ennen itse murtoluvuilla laskemisen aloittamista, symmetriaa
hyodynnetdan. Arviointia ja tulosten tarkistamista tehd&én itse systemaattisesti,
jotta suuruusluokat tulevat tutuiksi; tima on tarpeellista, silld viime aikoina on
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ylioppilaskirjoituksissakin =~ annettu = tdysin = mielettomid  vastauksia
suuruusluokkatehtaviin.

Diplomin kaytto koulussa ja kotona

Tehtdvat ja diplomit ovat tulostettavissa matematiikkalehti Solmun sivulta.
Lukuvuoden alussa opettaja voi kdynnistdd diplomitoiminnan. Alussa tehtdviin
tutustutaan tunnilla tai parilla koulussa. Kun oppilaat ovat ymmartdneet
toiminnan idean, tehtdvit voidaan antaa vapaa-ajan harrastukseksi. Jos opettaja
on mukana toiminnassa, tehtdvit tuodaan kouluun diplomin saamiseksi
lukuvuoden lopulla.

Matematiikkadiplomia voidaan kdyttdd monella tavalla. Vaikka opettaja ei
heti ryhtyikdan diplomitoimintaan, hdn voi kertoa siitd niille, jotka haluavat
harrastaa tehtidvien ratkaisua itsenidisesti, kotona tai kavereiden kanssa. On
toivottavaa, ettd vanhemmat osallistuvat lastensa matematiikka-harrastukseen
ainakin ~ tukemalla  sitdi. Opettaja  voi  esitelld diplomitoimintaa
vanhempainillassa. Vanhemmat voivat omatoimisestikin tulostaa tehtdvit ja
toimintaa voidaan harrastaa kotona perheen kesken. Diplomitehtédvid voidaan
kayttad kerhoissa, matematiikkakummin kanssa, kertaamiseen ja kavereiden
kanssa yhdessé tehtdvien ratkomiseen.

Myonteiset kokemukset

Tehtdvid on kéytetty eri puolilla maata kouluissa. Opettaja voi itse pdattdd,
missd suhteessa hdn haluaa palkita oppilaiden yritystd ja suoritusta.
Innostuksen ylldpitaminen on tdrkedd ja taito saattaa kehittyd myshemminkin.
Virheet on kuitenkin selvitettdvd lapsille ja johdatettava oikeaan ratkaisuun.
Karkeana arviona on, ettd noin puolet oppilaista tekee tehtdvit. Oppilaita ovat
innostaneet erityisesti haasteelliset pddttelytehtavat. Heistd tehtdvien
suorittaminen on mukavaa ja innostavaa, vanhemmatkin saavat hieman
pohdittavaa, silld tehtdvét eivdt suinkaan ole pelkkid laskutehtdvid. Oppilaille
tarjotaan haasteita ja erityyppisid tehtdavida sekd painotetaan keskittynyttd,
pitkdjanteisemmaksi idn mukana kehittyvad itsendistd tydskentelyd ja ajattelua.

Opettajien kertomuksia matematiikkadiplomien kiytosta koulussa

Opettajat ovat kertoneet, ettd intoa tehtdvien tekoon on ollut ja niitd on tehty
kotona yksin, perheen tai ystdvien kanssa. Diplomitehtdvat annettiin usein
oppilaille arviointikeskustelujen yhteydessd, kun opettajat tapasivat oppilaita ja
heiddn huoltajiaan. Ndin ohjeistettiin sekd oppilaita ettd huoltajia
henkilokohtaisesti tehtdvien tekoon. Lisdksi matematiikan oppitunneilla on
annettu lisdohjeita ja aina on voinut tulla kysymddn apua, jos on ollut tarvetta.
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Usein oppilaat tekivit tehtdvasarjan kotona, palauttivat sen opettajalle ja
saivat seuraavan tehtdvdsarjan mukaansa. Useat oppilaat aloittivat diplomin
teon, mutta kaikki diplomitehtdvit sai tehtyd noin puolet luokan oppilaista.
Sekd oppilaat ettd vanhemmat tekivéit innoissaan tehtdvid. Mukavaa puuhaa se
kai oli kaikille. Diplomin ulkondké oli mieluinen ja tdrked oppilaille.

Kiitosta on tullut tehtdvien monipuolisuudesta ja siitd, ettd ne ovat
haastavia ja erilaisia kuin oppikirjoissa. Jos koko luokka teki diplomin, jaettiin
kevitjuhlan jdlkeen todistusten jakamisen yhteydessd hienot paksummalle
paperille tulostetut diplomit.

Jotkut opettajat  painottivat matematiikasta innostumista, varsinkin
ensimmadiselld luokalla. Aikapula oli suurin ongelma. Kaikilla ei ollut
mahdollista jdrjestdd kerhoa tai muuta ylimddrdistd tukea. Tunnilla kaytiin
lyhyesti ldpi, mitd pitdisi tehdd ja seuraavalla tunnilla tehtdvét palautettiin.
Yhteiseen palautekeskusteluun ei aina ollut riittdvasti aikaa.

Matematiikkakummin kokemuksia diplomitehtivien ratkaisusta

Matematiikkakummina toimineen tuttavapiirissd oli 8-vuotias poika, jonka
koulunkédynti sujuu hyvin. Kummi aloitti pojan kanssa ensimmadisen diplomin
tehtdvistd. Ne olivat erilaisia kuin oppikirjan tehtdvit ja pojan innostus ja
mielenkiinto tehtdvien suorittamiseen ylitti kaikki odotukset. Ajan kulu
unohtui, kun he istuivat tehtdvien ddressd, kummi "valvojana'.

Tehtdvit oli niin suunniteltu, ettd lapsi voi itse todeta ratkaisun menneen
oikein. Poika kiinnitti huomiota siihen, ettd tehtdvit vaikeutuivat sopivasti ja
ettd aihepiirejd oli monta, niin ettd mielenkiinto siilyi. Tehtdvien joukossa oli
myo6s sellaisia, joihin liittyi mittaamista tai tilastollisia koesarjoja. Nama
tuntuivat erityisen kiinnostavilta ja hauskoilta. Noppaa heitettiin 600 kertaa ja
lanttia noin 100 kertaa, ja innostus oli suuri. Yhteinen tehtdviin paneutuminen
oli niin mieluisaa, ettd kumpikin odotti seuraavaa istuntoa, jolloin poika teki
reippaasti kaikki tehtdvéat loppuun.

Kummi tulosti Solmu-lehden kotisivuilta diplomin valokuvapaperille,
kehysti ja antoi sen sopivassa juhlatilaisuudessa pojalle seinille ripustettavaksi.

Kummi ja poika aikovat paneutua 2. luokan tehtdviin heti ensi tilassa.
Kummille on suuri ilo saada seurata lasta, joka kokee oivaltavansa uusia asioita
ja saa tyydytystd osaamisestaan ja onnistumisestaan ja tdten oppii tdrkeitd
asioita koulua ja eldmad varten.

Diplomitoiminnan jatko
Opettajien ehdotukset tehtdviksi, muut kommentit ja kokemukset diplomien
kaytosta ovat tervetulleita osoitteella marjatta.naatanen(at)helsinki.fi.

Jos opettaja haluaa diplomitehtdvien vastaukset kdyttoonsd, voi han
pyytdd niitd koulunsa sdhkopostiin. Julkiseen jakeluun vastauksia ei sijoiteta.
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Johdattelua suomalaisille oudoimpien tehtdvatyyppeihin on yleisissd ohjeissa
Solmun Diplomisivuilla.

Kiitokset

Diplomitehtdvissda on vaikutteita monelta taholta. Toiminnassa on mukana
matematiikan opetuksesta kiinnostuneita opettajia. Ideoita ja muuta tyopanosta
ovat antaneet Eszter Neményi, Heli Hakulinen, Markku Halmetoja, Marja
Huovila, Alli Huovinen, Anni Lampinen, Liisa Né&veri, Anna-Maija Risku,
Maryte Strickiene, Pirjo Tikkanen ja Tauno Tukkinen. Lukuisten yksityiskohtien
hiomista vaativan teknisen tydn ovat suorittaneet Lotta Oinonen ja Juha
Ruokolainen, diplomit on suunnitellut Marjaana Beddard ja taloudellisen tuen
on antanut Jenny ja Antti Wihurin s&&tio.
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Pirjo Tikkanen

SUOMALAISTEN ALAKOULULAISTEN USKOMUKSIA
MATEMATIIKASTA

Uskomukset matematiikan opetuksen peilina

Kaikilla koulua kdyneilla on hyvin yksityiskohtaisia uskomuksia
matematiikasta oppiaineena. Yksityiskohtaiset uskomukset matematiikasta
muodostavat mielikuvan, joka on erittdin yleinen. Olen koonnut yleisid
uskomuksia matematiikasta, sen oppimisesta ja opetuksesta kansallisesta ja
kansainvalisestd kirjallisuudesta (Tikkanen 2008):

e Matematiikka on laskemista. Tdman uskomuksen mukaan matematiikka on
numeroita, lukuja ja peruslaskutoimituksia.

e Matematiikka on faktojen, sddntdjen, menetelmien ja kaavojen kokoelma.
Tdlloin oppilaat suuntautuvat matematiikkaan mekaanisesti etsimalld
tehtdvistd avainsanoja ja -lukuja. He luottavat enemman muistamiseen kuin
ymmartamiseen tehtédvia ratkaistessaan.

e Matematiikan tekemisen tavoitteena on saada oikeita vastauksia.
Oppilaiden ndkemys matematiikasta on jaykka ja kapea-alainen: vastaukset
voivat olla joko tdysin oikein tai tdysin védrin. Vain oikeiden menetelmien
kaytto antaa oikeita vastauksia. Tdssd tilanteessa ei arvosteta matematiikan
prosessia, vaan sen lopputulosta.

e Oppilaan rooli matematiikassa on vastaanottaa tietoa ja harjoitella sitd, mitd
on opetettu. Oppilaat kokevat, ettd heiddn on nédytettdava asioiden tdaydellistd
hallintaa. T4llin he pelaavat akateemista matematiikkapelid. Menestymisen
tarkoituksena on vakuuttaa opettajalle, ettd tarkoituksenmukaiset
symboliset merkinndt on tehty. Uskomus ilmenee kdytdnnon
opetustilanteissa siten, ettd oppilaat kysyvit, tuleeko tamé kokeeseen.

e Kaikki matematiikka on tunnettua. Tdmidn uskomuksen mukaan
matematiikka on kuin latinan kielioppi - kuollut aine, jota tdaytyy harjoitella
uudelleen ja uudelleen, kunnes se osataan.

e Jonkun tdytyy kertoa, mitd matematiikassa on tehtdvd. Tamd uskomus
korostaa opettaja-auktoriteetin keskeistd asemaa.

Téllaiset uskomukset lienevdt syntyneet matematiikan opetuksessa. Ne
haastavat matematiikan opetuksen, jossa matematiikan sisdltojen ja
opetusmenetelmien valinnalla voidaan rikastaa oppilaiden uskomuksia
matematiikasta, sen opetuksesta ja oppimisesta.
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Matematiikkaan, sen oppimiseen ja opetukseen liittyvid opettajien,
opiskelijoiden ja oppilaiden uskomuksia on tutkittu runsaasti 1980-luvun
puolivélin jalkeen. Perusopetuksen yldkoululaisten ja opettajien uskomuksia on
tutkittu runsaammin kuin alakoululaisten uskomuksia. Alakoululaisten
matematiikkaan liittyvien uskomusten tutkimuksen véhdisyyteen lienee syyna
kehityspsykologiset tekijat mm. lasten luku- ja kirjoitustaito, joita suljetut tai
puoliavoimet kyselytutkimukset edellyttavat. Alakoululaisten uskomuksia
voidaan tutkia esimerkiksi piirrosten avulla, jolloin luku- ja kirjoitustaito ei ole
esteend.

Uskomus-maddritelmien kirjoa

Uskomuksia on maddritelty monin tavoin. Runsaasta alan kirjallisuudesta
huolimatta uskomus-kédsitteen maédrittely on vakiintumaton, eikd sellaista
kenties ole mahdollista 16ytddkdan (Furinghetti & Pehkonen 2002, 48-55), mika
oli havaittavissa matematiikkauskomustutkijoiden virtuaalipaneelissa.

Kaikesta siitd, mitdi ihminen on havainnut, kokenut tai lukenut, hin
muodostaa uskomuksia. Ne ovat subjektiivista tietoa, jota yksilolld on
uskomuksen kohteen jostakin tai joistakin ominaisuuksista. Uskomusten
voimakkuus vaihtelee sen mukaan, miten varma yksilo on kohteen
ominaisuuksista. Uskomus voi olla my6s yksilolle muodostuneen kasityksen
uskottavuuden arviointia: hyvéaksyyko vai kieltddko hdn arviointinsa vai
epdileeko han sitd.

Perusopetuksen oppilaiden matematiikkaan liittyvat uskomukset voivat
olla vadrinkasityksid tai vdhéisistd kokemuksista johtuvia naiiveja késityksid,
joita eivét jaa matematiikasta enemmaén tietdavit. Oppilaiden uskomukset voivat
olla realistisia pé&dtelmid, jotka perustuvat havaintoihin luokkahuone-
ympdristoistd. (Tikkanen 2008).

Ihmisen kayttaytymistd voidaan ennakoida uskomusten avulla paremmin
kuin hdnen aktuaalisten tietojensa ja taitojensa avulla (Pajares & Schunk 2002).
Opettajat tarvitsevat tietoa oppilaiden uskomuksista, silld ne vaikuttavat
oppilaiden kayttdytymiseen luokassa. Jos oppilaiden uskomukset ovat pysyvia
ja negatiivisia, heistd tulee passiivisia oppijoita, jotka pitdvat ensisijaisesti
muistamista turvallisempana menettelytapana kuin ymmartamistd. Oppilas
pyrkii ‘olemaan turvassa’, kun hdn tuntee, ettd hdnen odotetaan olevan
passiivinen. Jotkut oppilaat haluavat olla turvassa, koska heille on vihjailtu
tyhmyydesta tai he ovat kokeneet olevansa tyhmia luokassa.

Téassa artikkelissa tarkoitetaan oppilaiden matematiikkaan liittyvilld
uskomuksilla implisiittisid tai eksplisiittisid subjektiivisia kasityksid, joita he
pitdvat totena. Eksplisiittiset kdsitykset ovat tietoisia, implisiittiset kéasitykset
esitietoisia uskomuksia, joita lasten on vaikea pukea sanoiksi, mutta joita
voidaan tavoittaa piirtden.
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Lasten uskomusjarjestelmin kehityksestd

Pienet lapset uskovat todeksi sen, minkd he havaitsevat. Heidédn uskomuksiaan
voidaan luonnehtia konkreettiseksi, yhden kategorian jdrjestelmiksi, jolloin he
olettavat, ettd tieto on sekd ehdotonta ettd konkreettista, joten uskomuksia ei ole
tarpeen perustella, vaan heidédn tarvitsee vain havainnoida tietddkseen, mitd on
olemassa (Kitchener & King 1995, 183). Lasten konkreettisen yhden kategorian
uskomusjdrjestelmdn  kehittymisen ndkokulmasta on suotuisaa, ettd
matematiikan opetuksessa opittavia asioita konkretisoidaan monipuolisesti eri
aistein havaittaviksi, jotta lapsille muodostuisi monipuolisia uskomuksia
matematiikasta. Pienet lapset eivit tunnusta sellaisten ongelmien olemassaoloa,
joihin ei ole ehdottoman tosia vastauksia. Heiddn on vaikea hyviksya
matematiikassa ongelmia, joissa on wuseita ratkaisuja tai niitd ei ole
ratkaistavissa ollenkaan.

Murrosidan  varhaisvaiheessa oppilaat alkavat wuskoa dualistisen
uskomusjdrjestelmdn mukaisesti, ettd toisilla ihmisilli on oikeita ja toisilla
vadrid uskomuksia, koska tieto ei ole kaikkien ulottuvilla (Kitchener & King
1995, 183), vaan se on auktoriteetin, esimerkiksi opettajan, hallussa. Talloin
tietdmisen muuttuessa monimutkaisemmaksi lapset katsovat, ettd vaikka
totuus on saavutettavissa, se ei valttimattd ole suoraan ja valittomasti jokaisen
tiedossa. Koska totuus kuitenkin on perimmaltddn tiedettdvissd, lapset pitdvit
kaikkia ongelmia ratkaistavina. Tamdn johdosta he olettavat, ettd oppijan
tehtdvdand on loytdd vastaus, ja ettd taman vastauksen ldhteend voi olla opettaja-
auktoriteetin lisdksi esimerkiksi matematiikan oppikirja. Murrosikdd ldhestyva
oppilas saattaa ihmetelld, miksi matematiikan ongelmanratkaisutehtdvid
tulkitaan eri tavoin ja miksi opettaja ei teetd sellaisia matematiikan tehtdvid,
joissa toistetaan opetettuja tosiasioita eli totuuksia kuten 15+7=22, jolloin
tiedetddn varmasti, onko tehtdvd oikein vai véddrin opettajan tarkistuksen
perusteella.

Kuinka alakoululaisten uskomuksia matematiikasta tutkittiin?

Haneyn, Russellin ja Bebellin (2004) mukaan lasten piirroksia kaytetdan
runsaasti psykologiassa, mutta kasvatustieteellisissad tutkimuksissa vihemman
kuin kyselyitd ja haastatteluita. He kannustavat kadyttimadn lasten ilmaisussa
visuaalisia menetelmid, jotka ovat oppilasldhtdisempid kuin tutkijan
suunnittelemat aineistonhankintamenetelmiit.

Suomalaisten alakoululaisten, 9-10-vuotiaiden kolmas- ja
neljasluokkalaisten matematiikkaan liittyvid uskomuksia selvitettiin vapailla
piirroksilla, joiden tuottamista ohjattiin lyhyelld instruktiolla: Piirrd meidin
luokka matematiikan oppitunnilla. On toivottavaa kdayttid puhe- ja ajatuskuplia.
Lyhyet piirrosohjeet ovat toimivia oppilastutkimuksissa (Tikkanen 2008).

Mahdollisuus kayttdd tekstid piirroksessa puhe- ja ajatuskuplissa rikastaa
ja syventdd oppilaiden kuvausta matematiikan oppitunnin vuorovaikutuksesta
ja ajattelusta. Tekstit my0Os helpottavat piirrosten analysointia ja tulkintaa.
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Piirrosaineistolla tutkimuksessa on sekd etuja ettd haittoja. Koska
piirrokset eivat vaadi kielellisid valmiuksia, niitd voidaan kayttdd varhaisessa
idssd lapsildhtoisemmin kuin kirjallisia aineiston hankintamenetelmia.
Koululaisille, joilla on kielellisid ilmaisuvaikeuksia, piirtiminen voi olla
vaihtoehto jdrjestdd ja hallita ajatuksiaan ja tuntemuksiaan, jotka saattavat olla
ristiriitaisia, hdmmentdvid ja vaikeita sanoiksi puettaviksi. Piirrokset voivat olla
véline vdhentdd maahanmuuttajaoppilaiden kieliesteitd. Jotkut lapset kokevat
haastattelun kysymyksineen ahdistavina, piirtdminen voi olla heille
luontevampi ilmaisutapa. Piirrosten avulla mahdollista 16ytdd mielenkiintoisia
yhteyksid lasten kuvausten ja sosiaalisten tapahtumien vélilld. Vaikka piirrokset
ovat helpommin hallittavissa kuin kirjalliset aineiston hankintamenetelmidit,
niiden tulkinta voi olla hankalaa. Piirrokset ovat kdtevampid uskomusten
tunnistamisessa kuin niiden mittaamisessa.

Matematiikan pedagogiikan tdydennyskoulutukseen osallistuvat aineen-,
erityis- ja luokanopettajat eri puolilta Suomea kokosivat piirrosaineiston
matematiikan oppitunnista joko omasta tai vapaaehtoisesti osallistuvan
kollegansa  opetusryhmadstd.  Alakoululaisten  piirroksia = matematiikan
oppitunneista on Koillismaalta Hameeseen ja Lansirannikolta Itd-Suomeen.
Oppilaiden piirroksia on pienistd kyldkouluista, taajama- ja kaupunkikouluista.
Piirrostutkimukseen osallistuneiden opetusryhmien koot vaihtelivat 12
oppilaasta 27 oppilaaseen. Opetusryhmit ovat sekd erillis- ettd yhdysluokkia
(ks. taulukkoa). Tutkimusaineisto koostuu 131 perusopetuksen kolmas- ja
neljasluokkalaisen piirroksesta.

Taulukko. Piirrosaineisto luokkamuodoittain

Erilliset kolmannet Yhdysluokat 3 —4 Erilliset neljannet luokat
luokat

Nelja luokkaa Kaksi yhdysluokkaa Kaksi luokkaa
neljastd eri koulusta kahdesta eri koulusta | kahdesta eri koulusta

Yhteensd 63 piirrosta Yhteensd 24 piirrosta Yhteensd 44 piirrosta

Tdydennyskoulutukseen osallistuvat opettajat analysoivat tutkimusryhménsa
piirrokset itsendisesti. My0s tutkija analysoi kaikki piirrokset. Verrattaessa
opettajien ja tutkijan tulkintoja matematiikan sisdlloistd, oppilaiden puhe- ja
ajatuskuplien viesteistd matematiikan mieluisuudesta, helppoudesta tai
kiinnostavuudesta niiden yksimielisyys on arvioitavissa korkeaksi. Né&in
piirrosaineiston tulkintaa voidaan pitdd luotettavana.
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Miti matematiikka sisdltda?

Matematiikan oppitunteja kuvaavista 131 piirroksesta 16ytyy matematiikan
sisdltoja 82 piirroksesta. Kolmas- ja neljasluokkalaiset kuvaavat matematiikan
sisdltoja  piirroksissaan liitutaululla, oppikirjoissa, vihkoissa, puhe- ja
ajatuskuplissa.

Kuvatuimmat matematiikan sisdllét ovat positiivisten kokonaislukujen
peruslaskutoimituksista yhteen- ja kertolaskulausekkeet. Yhteenlasku-
lausekkeet ovat useimmin kahden yhteenlaskettavan summia lukualueelta 0 —
100, suurin kuvattu yhteenlasku lukualueelta 0—90 000. Kertolaskulausekkeet
ovat useimmin kahden tekijin tuloja 1—10 kertotauluista. Né&iden liséksi
esiintyy joitakin suurempien lukujen kertaistuksia. Védhennyslasku- ja
jakolaskulausekkeita kuvataan harvemmin kuin yhteen- ja kertolaskuja.
Viahennyslaskulausekkeita kuvataan vain viidessd piirroksessa,
jakolaskulausekkeita ja peruslaskutoimitusten yhdistelmid yhdeksdssa
piirroksessa.

Peruslaskutoimitusten algoritmit (allekkain laskut, jakokulma) ovat esilld
viidessd piirroksessa. Vain kahdesta piirroksesta 16ytyy murto- ja
desimaalilukuja. Sanallisia matematiikan tehtdvid eivdt kolmas- ja
neljasluokkalaiset kuvaa piirroksissaan. Geometriaa on havaittavissa kahdessa
piirroksessa, toisessa kaksiulotteinen kuvio kolmiosta abc ja toisessa peilaus
koordinaatistossa. Mittayksikot ovat harvinaisia lasten piirroksissa, vain
yhdessé piirroksessa on yhteenlasku euroilla.

Suomen perusopetuksen matematiikan opetussuunnitelman perusteiden
2004 sisdltoalueista kuvatuin sisdltdalue tdssd aineistossa on ‘Luvut ja
laskutoimitukset’, vdhdn geometriaa ja mittaamista. Muita matematiikan
sisdltoalueita, algebraa, tietojen kasittelyd ja tilastoja ei kolmas- ja
neljasluokkalaisten piirroksissa ole. N&din on pditeltdvissd, ettd suomalaiset
kolmas- ja neljasluokkalaiset uskovat matematiikan olevan pddasiassa
laskemista.

Kiinnostaako laskeminen?

Matematiikan oppitunneilla perusopetuksen kolmas- ja neljasluokkalaiset
ajattelevat ja ovat keskindisessd vuorovaikutuksessa, mitd todistavat heidan
piirrostensa puhe- ja ajatuskuplat, joita 16ytyy 131 piirroksesta ldhes 800
kappaletta. Niiden pddsisdlto on laskemista matematiikan oppitunnilla.
Laskemisen kiinnostavuudesta viestivat 74 puhe- ja ajatuskuplaa, joista 50
kertoo, ettei laskeminen kiinnosta. Silloin tylsistyttda ja nukuttaa. Tylsistynyt
kolmas- ja neljasluokkalainen huokailee, ettd taas on matematiikkaa ja niita
samoja laskuja. Laskemiseen pitkédstynyt 9-10-vuotias miettii tulevia iltapdivan
harrastuksia, odottaa vilituntia tai koulupdivan pédattymistd. On piristavaa
supatella laskemisen lomassa vieruskaverin kanssa, mistd torutaan tai
rangaistaan seisottamalla (ks. piirrosta). Tuolilla keikkuminen tarjoaa
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liikkunnallista ajanvietettd. Joku koululaisista yrittdd keksid keinoja paeta
tylsistyttavastd laskutilanteesta toilettiin.

Piirros. Matematiikan tunnilla

Vain 24 puhe- ja ajatuskuplaa viestii, ettd laskeminen kiinnostaa muutamia.
Kun oppilaat ovat kiinnostuneita ja innoissaan, surraavat hammasrattaat
aivoissa. Pelle Pelottoman oivalluksen lamput syttyvit ahaa-keksinnoista.
Luokkahuoneessa kajahtavat yes-huudahdukset.

‘ i En Sa\\‘_%\ eel
| Qjotre\a




Onko laskeminen helppoa vai vaikeaa?

Matematiikan oppituntipiirrosten 80 puhe- ja ajatuskuplaa vilittdvat oppilaiden
uskomuksia laskemisen helppoudesta ja vaikeudesta. Kolmas- ja
neljasluokkalaisten suhde laskemiseen on kaksijakoinen: toisista se on helppoa,
toisista vaikeaa. Helpot laskutehtdvdt saavat tekijansd hymyilemddn ja
nauramaan, koska han on saanut annetun lasku-urakan nopeasti valmiiksi. Kun
nopea laskija on tdyttinyt madréllisen tavoitteen peruslaskujen harjoittelusta,
hén saa lisdtehtavia laskettavaksi.

Vaikeat laskut vetdvidt kolmas- ja neljasluokkalaisten mielen maahan.
Hymy ja nauru kaikkoavat. Eldvdinen 9-10-vuotias manailee vaikeita laskuja
kysymysmerkkind: “Mitd? Hdah? Hitsi, mitd toi tarkoittan? En ymmirra!
Mahdotonta!” Kun on vaikeaa, pyydetddn opettajalta rohkeasti apua. Monien
piirrosten mukaan hdn auttaa mielellddn. Ajoittain opettaja ohjaa oppilasta
miettimdédn itse ja lukemaan tehtdvit uudelleen ennen, kuin auttaa.

Oppikirja opettaa

Oppikirjalla on vahva asema matematiikan opetuksessa, mistd todistavat
kolmas- ja neljasluokkalaisten 94 piirroksen puhekuplien ilmentamait opettajan
ja oppilaiden viliset sekd oppilaiden keskindiset vuoropuhelut.

Opettaja: Oppilaat hiljaa! Nyt on matskan tunti. Laskekaa sivu 60, 61, 62 ja
lisitehtivit. Tehkdid tarkasti. Hop, hop, kirjat esiin!

Oppilas 1: Minulla unohtui kirja.

Oppilas 2: Minullakin unohtui kirja.

Opettaja: Taasko?

Oppilas 3 toiselle: Missd si meet?

Oppilas 4: Koko sivu tehty.

Oppilas 5: Onko pakko tehi vihkoja? (vihkotehtivid)

Oppilas 6: Endii ei oo paljon jiljelld.

Oppilas 7: Miti sitten kun on tehnyt?

Opettaja: Mene seuraavalle sivulle.

Oppilas 8: Mini tein jo!

Opettaja: Mene lisitehtiviin.

Opettaja tarkistuttaa tehtavia: Mikdi on tehtivin 1 a vastaus?

Oppilas 9: 638.

Opettaja: Kotiliksyksi tulee kesken jidneet sivut.

Oppilas 10: Kiire, kiire! En haluu paljon liksyd mulla on harkat. Kiire!

Kiire!
Oppilas 11: Miksi mulle tulee aina paljon liksyi?
Oppilas 12 riemuitsee: Tein kaikki. Jee, en saanut liksyd!
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Oppikirjan asema on vankkumaton, vain kuudesta piirroksesta 16ytyi
toimintavalineitd, kuten pelikortteja. Tietokonettakin kadytetddn, mutta vasta
sitten, kun oppilas on laskenut oppikirjan laskut.

Vihelidiset virheet

Virheet, vddrinlaskemisen mahdollisuus tai niistd kiinni jagdminen arveluttavat
monia kolmas- ja neljasluokkalaisia. Oppilaat tarkistavat laskujaan itse
tarkistuspisteissda tai jonottavat pddstdkseen tarkistuttamaan laskujaan
opettajalla.

Opettaja: Katsos tota laskua.

Oppilas 1: Voih!

Oppilas 2: Kaikki oikein! Hups, yks meni vdirin!

Oppilaat vdittelevat: Viiirin. Eikun oikein!

Oppilas 3: Nyt meni viirin. Aih tiytyy kumittaa.

Oppilas 4: Enti jos tdmd on vddrin? Entdi jos ne kiusaavat
kun en ymmuirri tatd tai olen tehnyt eri tavalla?

Oppilas 5: Toivottavasti tunti loppuu pian. Visyttid. En viitti ndyttid titd
opelle. Kaikki on varmaan vidrin.

Oppilaiden piirroksista on luettavissa, ettd virheet todetaan, mutta ei sitd, miten
niitd mahdollisesti kasitelldadn.

Pohdinta

Téassd artikkelissa selvitettiin suomalaisen perusopetuksen 131 kolmas- ja
neljasluokkalaisen uskomuksia matematiikasta vapaiden piirrosten avulla.
Piirrokset osoittautuivat rikkaaksi aineistoksi tavoittaa alakoululaisten
uskomuksia matematiikasta, sen oppimisesta ja opetuksesta. Tutkijan ja
tdaydennyskoulutettavien opettajien vélinen yksimielisyys piirrosten tulkinnasta
on korkea. Oppilaiden piirroksissa kuvaamat matematiikan sisédllot ovat
helposti tunnistettavia ja ovat uskottavia Perusopetuksen matematiikan
opetussuunnitelman 2004 perusteella. Ndin aineisto on arvioitavissa
luotettavaksi ja validiksi. Niin ikddan Harris, Harnett ja Brown (2009) ja
Tikkanen (2008) ovat aiemmin arvioineet piirrokset validiksi ja luotettavaksi
aineiston kerdysmenetelméksi verrattuaan piirroksia lasten haastatteluihin,
kyselyihin, kirjoitelmiin ja valokuviin matematiikan oppitunneista.

Nédiden 9—10-vuotiaiden lasten kuvausten mukaan matematiikka on
laskemista. Sen tavoitteena on saada oikeita tuloksia. Oppilaan rooli
matematiikan oppitunneilla on harjoitella oppikirjan avulla laskemista, jonka
tarkoituksena on vakuuttaa opettajalle, ettd tarkoituksenmukaiset symboliset
merkinndt on tehty. Oppilaiden kuvaama matematiikka on kuollut aine, jota
harjoitellaan uudelleen ja uudelleen, kunnes osataan.
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Opettaja on auktoriteetti, jonka tehtdivdnd on osoittaa laskettavat
oppikirjan sivut ja tarkistaa laskujen oikeellisuus. Ndm&d uskomukset
matematiikasta ovat aiempien kansallisten ja kansainvilisten tutkimustulosten
mukaisia (Tikkanen 2008). Vain kaksi alakoululaista kuvasi geometriaa, mikéa
on samansuuntainen kuin Hoskosen (1996) tutkimustulos 84 suomalaisen
kahdeksasluokkalaisen matematiikkauskomuksista, joissa vain yksi oppilas
mainitsi geometrian.

Alakoululaisten uskomus matematiikasta laskemisena on uskottava,
koska Suomen Perusopetuksen matematiikan opetussuunnitelman perusteissa
(2004, 156-159) vuosiluokilla 1-5 sisdltdalue ‘Luvut ja laskutoimitukset’ on
ensimmdisend, siis tdrkein. Se on my0s laajin sisdltdalue matematiikan
opetussuunnitelmassa. Nadilld perusteilla opettajat painottanevat tatd
sisdltdaluetta muita enemmdn, mikd heijastuu oppilaiden uskomuksissa.
Lisdksi suomalaistutkimukset 2000-luvulta (Niemi 2004, Perkkilda 2002, Pietila
2002) osoittavat matematiikan opetuksen useimmiten olevan opettajajohtoista
kyselevdd opetusta ja oppilaiden yksilollistd tyoskentelyd oppikirjan parissa.
Niin ikddn Sumpterin (2010) piirrostutkimuksessa ruotsalaiset perusopetuksen
toisen ja viidennen vuosiluokan oppilaat kuvasivat yksilollistd tydskentelya
oppikirjan ohjaamana.

Piirrokset matematiikan oppitunneista, 'koyhdn miehen videot’ ovat
opetuksen peili, joka voi suotuisimmillaan toimia motiivina ja haasteena
alakoululaisia innostavaan ja kiinnostavaan toiminnalliseen matematiikan
opetukseen.
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Tanja Kauppila ja Saara Tenkanen

MATEMATIIKKA KUULUU KAIKILLE
Pro gradu -tutkielma Matematiikkaa 1b -oppimateriaalista

Osallistuimme vuoden 2009 kesdn alussa Varga—Neményi -yhdistyksen
Korpikodin kesdseminaariin Anni Lampisen kutsusta. Oli hammastyttavad,
miten paljon opettajia oli saapunut kesdn alkajaisiksi paikalle. Esittelimme sielld
pro gradu -ty6tamme, joka oli ns. tilausty6 Varga —Neményi -yhdistykselta.

Pro gradu -tutkielmamme oli osa Matematiikan oppimateriaalin
tutkimuksen (MOT) hanketta. Tutkimuksen tarkoituksena oli analysoida
Matematiikkaa 1b -oppikirjaa, opettajan opasta ja opettajan oppaan
lisamonisteita. ~Oppimateriaalia tutkittiin  MOT -hankkeen yhteisten
tutkimustehtédvien kautta.

Tutkimuksessa kaytettiin laadullisia ja maéarallisia tutkimusmenetelmid,
jotta aineiston analysointi olisi mahdollisimman kokonaisvaltaista.
Oppimateriaalia tutkittiin sisdllonanalyysin keinoin ja harjoitustehtdvien
madréllisen luokittelun avulla (luokitteluperusteet kuviossa 1). Oppimateriaalin
luokittelu perustui MOT -hankkeen vyhteisesti sovittuihin periaatteisiin.
Luokittelu tapahtui kuvion 1 mukaisesti. Tehtdvien kognitiivinen puoli
luokiteltiin ~ kolmelle eri tasolle: laskutaito/ymmartaminen  (LY),
ymmartdminen/soveltaminen (YS) tai soveltaminen/analyysi (SA). Tehtdva oli
tyypiltddn sievennys-, tuottamis-, tunnistamis-, rakentelutehtdva tai muu ja
mittaamistehtdva. Tehtdva oli luonteeltaan joko suljettu tai avoin.

Korpikodin  tilaisuudessa  nousi  esiin  kysymys  tutkimuksen
luotettavuudesta luokittelun suhteen. Olimme tehneet luokittelun omilla
tahoillamme ja sitten verranneet luokittelun tuloksia. Oli selvad, ettd joistain
tehtdvistd olimme tulleet erilaiseen pddtokseen. Tdmédn ratkaisimme
perustelemalla sekd huolellisella vertaamisella luokitteluperusteisiin, miksi
tehtdva ei kuulunut tai kuului ko. luokkaan. Olimme my6s ottaneet mukaan
esimerkkejd tehtdvatyypeistd ja sitd, mihin luokkaan ne kuuluivat. Kaikista 273
Matematiikkaa 1b- kirjan tehtdvastd luokittelumme poikkesi 27 tehtdvassa
(9,8 prosenttia). Ndista padsimme nopeasti yksimielisyyteen.

Tutkimuksessa selvisi, ettd oppimateriaalissa oli melko tasaisesti kaikkien
kognitiivisten =~ tasojen  tehtdvid. Matematiikkaa 1b  -oppimateriaalin
tehtavatyypit erosivat muista ensimmdisen luokan kirjasarjoista, kuten kuviosta
2 kdy ilmi. Ero oli huomattavissa erityisesti sievennys- ja tuottamistehtdvien
osalta. Oppimateriaalista 16ytyi myos kaikki matemaattisen osaamisen piirteet.
Oppimateriaalissa ~ korostui  proseduraalinen  sujuvuus, Kkésitteellinen
ymmadrtaminen, mukautuva pddttely ja strateginen kompetenssi. Tama
poikkeaa muista MOT -hankkeen ensimmadisen luokan oppimateriaaleista,
joissa korostuu proseduraalinen sujuvuus ja kidsitteellinen ymmarrys.
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Kuvio 1. Tehtidvien luokittelu mukaillen MOT-hankkeen tehtdviluokittelua

Kaikkia MOT -hankkeen (2005-2007) tutkimia oppimateriaaleja yhdistda
kaavamaisuus, joka ohjaa suorittamiseen eikd uteliaaseen tutkimusseikkailuun
(Joutsenlahti & Vainionpda 2007). Opettajat wuskovat toteuttavansa
valtakunnallista linjaa, kun he opettavat oppikirjakeskeisesti. Nédin ollen
oppikirja menee aikatauluineen oppilaan ohi. (Perkkild 2002, 172.) Toisaalta
oppikirjan ja -tuntien kaavamainen rakenne voi helpottaa opettajan tyota.
Varga—Neményi -menetelmé vaatii opettajalta sitoutuneisuutta matematiikan
oppituntien jdrjestimiseksi ja toteuttamiseksi.

Oppimateriaali oli perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden 2004
mukainen. Yksinddn oppikirjan tdyttdiminen ei vastaa kaikkia tavoitteita ja
sisdltoja, mutta Varga—Neményi -menetelmédn noudattaminen ja opettajan
oppaan ohjeiden hyodyntdminen oppikirjan ohella vastaavat tavoite- ja
sisdltonormeihin. Varga—Neményi -opetusmenetelmén lahtokohtana on se,
ettd késitteet opetetaan sitten vasta, kun oppilas on tarpeeksi pitkalld
abstraktion tielli. Muun muassa Vygotskin (1982) teorian mukaan
matemaattiset kasitteet voivat kehittyd vasta sitten, kun sitd pohjaavat
arkikdsitteet on omaksuttu. Oppilaan matematiikkakuva saattaa eheytyd, jos
kasitteet tai opittavat asiat ovat jo ennestddn tuttuja (Joutsenlahti 2005).

Ritvasalo ja Vuorinen huomasivat omassa tutkimuksessaan, ettd uusi luku
kasiteltiin aina samalla tavalla, ilman vaihtelua Matikkamatkan, Laskutaidon ja
Tuhattaiturin 1. luokan oppimateriaaleissa. Matematiikkaa 1b -oppikirjassa
uudet luvut kisitellidn vaihtelevasti. Tehtdvien vaihtelevuus motivoi, mutta
myos antaa erilaisille oppilaille mahdollisuuden saada onnistumisen eldmyksia.
Matematiikkaa 1b -oppimateriaalissa algoritmien harjoittelu ja ongelman-
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ratkaisu kulkevat ké&si kddessd. Ongelmanratkaisutehtdvien sijoittaminen
oppikirjoissa rutiinitehtdvien jdlkeen johtaa siihen, ettd ongelmanratkaisu-
tehtdviin pddsevat tutustumaan vain nopeat ja lahjakkaimmat (Leppdaho 2007,
17). Tuloksista voi péddtelld, ettd Matematiikkaa 1b -oppimateriaali vaikuttaa
monipuolisemmalta kuin muut MOT -hankkeen alkuopetuksen matematiikan
oppimateriaalit. Mielestimme oppimateriaali innostaa yrittelidisyyteen, koska
oppilas pddsee tekemddn itse erilaisilla vélineilld matematiikkaa. Matematiikkaa
1b -oppimateriaali kehittdd matemaattista ajattelua monipuolisuutensa ja
Varga — Neményi -opetusmenetelman myota.

100,0
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50,0 ® Laskutaito, Matikkamatka
ja Tuhattaituri

40,0 ® Matematiikkaa 1b
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Kuvio 2. Ritvasalon ja Vuorisen pro gradun (2007) kaikkien 1. luokan
oppimateriaalien tehtdvat ja Matematiikkaa 1b —oppikirjan tehtavit

Oli erittdin mukavaa tavata henkil6itd, joiden teoksia olimme kédyttineet
lahteind. Erityisesti haluamme kiittdd Anni Lampista, joka laajensi hetkessd
tietimystimme matematiikan opetuksesta, tarjoamalla oppimateriaalia
tutkittavaksi ja Varga—Neményi -yhdistystd ansiokkaasta tyostd matematiikan
kuulumisesta kaikille.
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Anni Lampinen

VARGA-NEMENYI -YHDISTYS RY SYNTYI
INNOSTUNEESSA ILMAPIIRISSA

Kimmo Harra oli kertonut Marjatta Nadtdselle vuonna 2003, ettda OKKA-
sddtiostd saataisiin rahoitus wunkarilaisten matematiikan oppimateriaalien
suomalaistamiseen. = Tamd oli kddnteentekevd avaus “unkarilaisen
matematiikan” oppimateriaalien suomalaistamistytn aloittamiselle. Marjatta
Né&dtdnen ja Anni Lampinen aloittivat selvittelytyon. Mychemmin osoittautui,
ettd hankkeesta tulee perusteellisempi, kalliimpi ja laajempi kuin mihin osattiin
varautua. Samalla oltiin tilanteessa, jossa oli luotava rakenteet ja puitteet, joissa
menetelmdn suomalaistaminen, oppimateriaalin kustantaminen, opettajien
tukeminen kdytdnnon tyossd sekd menetelmdn tutkimus olisi mahdollista. Jotta
kaikki tdmd voitaisiin toteuttaa, ajatus yhdistyksen perustamisesta kavi
valttamattomaéksi. Valtakunnallinen kaikille avoin yhdistys perustettiin Espoon
Matikkamaassa 5.5.2005.

Yhdistyksen tarkoitus ja toiminta

Yhdistyksen tarkoitukseksi kirjattiin perustamiskokouksessa: “Yhdistyksen
tarkoituksena on edistid lasten matematiikan oppimista ja opettamista Varga —
Neményi -opetusmenetelmin avulla. Yhdistys edistid menetelmdin kayttoi Suomessa
sekd pyrkii tekemdin siti tunnetuksi.” Tamédn ydinajatuksen toteuttamiseksi
yhdistyksen hallituksen ja muut aktiivit jasenet ovat kuluneiden viiden vuoden
aikana ponnistelleet innostuksen jatkuvasti vain kasvaessa. Uusia opettajia on
tullut toimintaan mukaan joka vuosi. Ammattitaitoaan ylldpitavat ja kehittavat
opettajat ovat loytdneet ja 10ytdmdssd matematiikan opetukseensa uusia,
rikkaita ja monipuolisia tyttapoja yhdistyksen suojissa.

"Tarkoituksensa toteuttamiseksi yhdistys jirjestid tapaamisia jasenten
kesken.”

Tdmd on toteutunut mm. vuodesta 2007 ldhtien jdrjestettyind kaksipdivdisina
kesdseminaareina, jotka on pidetty kesdkuun alussa Lahdessa AOOLin
Korpikodissa. Teemoina ovat olleet mm.:
"Oppimateriaali menetelmin konkretisoijana ja
Varga-Nemeényi -menetelmdn suomalaisia nikokulmia"
" Kaikki miti opetetaan olkoon todellisuutta"
"Tutkittua tietoa ja kokemuksia Varga-Neményi -opetusmenetelmisti"
"Onnistumisia ja kasvunpaikkoja"
ja luovan opettajan arkea

Seminaareissa on ollut vuosittain parisenkymmentd osallistujaa ympari
Suomea. Korpikodin puitteet tarjoavat ihanteelliset olosuhteet myos
virkistdaytymiseen lukuvuoden pditteeksi herddvassd Suomen suvessa. Pirjo
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Tikkanen on toimittanut kesdseminaarijulkaisuja, joihin on koottu seminaarin
alustukset.

Syksylld 2009 jdrjestettiin ensimmdinen syysseminaari, johon saatiin
suomalaisten alustajien lisdksi mukaan myos Eszter C. Neményi. Teemana oli
Varga-Neményi -matematiikan opetusmenetelma suomalaisten ja unkarilaisten
opettajien kokemana. Syksylla 2010 vietimme yhdistyksen
viisivuotisjuhlaseminaaria jo vdhdn taaksepdin vilkuillen, mutta enemman
tulevaisuuteen tihyten.

”(Yhdistys) kokoaa verkoston asiasta kiinnostuneista, jakaa kokemuksia, ...”

Yhteinen jakaminen ja kokeminen helpottavat oman polun kulkemista ja
suunnan loytamistd. Yhdistyksen jasenmddrd on kasvanut vihitellen, vuonna
2010 jasenid on reilu 100 henkilod On ensiarvoisen tarkedd, ettd menetelmastd
kiinnostuneet tai sitd kdyttdvat opettajat oppivat tuntemaan toisiaan.
Koulutuksissa ja muissa tapaamisissa on ollut poikkeuksetta innostunut
ilmapiiri. Yhteinen aluksi opettajalle uusi asia on virittdnyt vilkasta ajatusten ja
kokemusten vaihtoa. Yhteiset pohdinnat ovat olleet tukemassa arjen joskus
yksindisessdkin puurtamisessa. Moni asia kirkastuu ja selvenee, kun sitd
voidaan tarkastella useammasta ndkokulmasta ja useamman kokemuksen
kautta. Menetelmd haastaa ammatilliseen kasvuun. Menetelmdd kayttavat
opettajat kulkevat kokeillessaan usein samanlaisia polkuja pitkin.

Oppimateriaalin eri kokeiluvaiheissa on Espoon Matikkamaassa jdrjestetty
menetelmdd kokeileville opettajille lukuvuosien mittaan yhteisid iltapdivid,
joiden aikana on vaihdettu kokeilukokemuksia ja mietitty oppimateriaalien
toimivuutta. Naméd keskustelut ovat olleet arvokkaita ja ne ovat auttaneet
oppimateriaalin suomalaistamistydtd Toiveissa on, ettd tulevina vuosina
voidaan jatkaa tamantyyppisid tapaamisia menetelmdd kadyttdvien opettajien
kanssa.

”(Yhdistys) julkaisee alaan liittyvidd kirjallisuutta ...”

Oppimateriaalien kustantaminen on ollut yhdistyksen tdhédnastisen historian
keskeisin ja eniten voimavaroja vaatinut hanke. Yhdistyksen tarvitsema
ratkaiseva  jatkorahoitus  oppikirjahakkeeseen saatiin = vuonna 2007
Teknologiateollisuuden 100-vuotisjuhlarahastosta. =~ Saadun rahoituksen ja
ennen kaikkea tinkim&ttomdn ja vasymaédttoman talkootyon varassa ollaan
pddsemdssd ensimmadisiin  tavoitteisiin eli alkuopetuksen menetelman
mukaisten materiaalien valmistumiseen vuoden 2010 loppuun mennessa.
Oppimateriaaleista  haluttiin  tehdd laadukkaita ja suomalaiseen
opetuskulttuuriin ja opetussuunnitelmaan hyvin sopivia. Menetelmdd ei
kuitenkaan haluttu suomalaistaa siten, ettd se mukailisi Suomessa jo kadytossa
olevia materiaaleja. On toki mahdollista, ettd menetelmdn perusperiaatteita
sovelletaan johonkin toiseen oppikirjasarjaan. Tallaisella matematiikan
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opetuksen maustamisella tai soveltamisella on etunsa, mutta tdlloin ei vield
noudateta menetelmdn mukaista oppisisdltjen ja opetuksen rakennetta.

Menetelman voima tulee parhaiten esiin sen omissa tehtdvisarjoissa, joissa
jatkuvasti nivoutuu yhteen matematiikka, oppilaan kehittyminen, oma kasvu ja
ymmadrrys monella eri tavalla. Jos ndin ei olisi, olisi todenndkoisesti ollut
tarkoituksenmukaisinta valikoida menetelmdstd joitakin osia ja harjoitteita,
jolloin voitaisiin hyvin tyytyd rikastuttamaan ndilld jo Suomessa olemassa
olevia oppimateriaaleja. Suomalaistamisen tavoitteet olisivat silloin jddneet
paljon vaatimattomammiksi.

Ensimmadisen luokan kevddn kirja Matematiikkaa 1b pddsi mukaan
Tampereen yliopiston Hameenlinnan toimipisteen opettajankoulutuslaitoksen
MOT-hankkeeseen, jonka tarkoitus oli analysoida Suomessa kaytettyjen
matematiikan oppimateriaalien laatua. Tutkimus osoitti selvasti, ettd
ylldasetetut tavoitteet on saavutettu. Materiaalit poikkeavat selvésti muista
Suomessa kdytetyistd oppimateriaalista vastaten paremmin tutkimukseen
pohjautuvaa kasitystd laadukkaasta matematiikan opettamisesta.

OKKA-sddtion rahoituksen avulla saatiin koottua vuonna 2004
oppikirjatyoryhmd. Ensimmdisen luokan tyoryhmddn esitettiin avoin kutsu
kaikille menetelmddn tutustuneille opettajille. Tyoryhmatyoskentelysta
innostuivat ja siihen sitoutuivat toden teolla Heli Hakulinen, Anne Koskeno,
Leila Paasjoki ja Kirsi Partanen. Tyoryhm&dd on vetdnyt alusta asti Anni
Lampinen. Tydryhma péési vierailemaan Budapestissi ja kdyméaan neuvotteluja
unkarilaisten oppimateriaalien tekijoiden kanssa vuonna 2005. Matkarahat
saatiin opetusministeriostd. Kun ensimmdisen luokan materiaalit oli vuonna
2008 lopulta saatu valmiiksi, toisen luokan tyoryhma jatkoi samalla
kokoonpanolla, uutena jasenend aloitti Ulla-Maija Kalliokoski. Tyoryhméssd on
keskusteltu moneen otteeseen suomalaistamisen periaatteista, oppikirjan
rakenteesta ja yksittdisistd tehtdvistd sekd kdytdnnon opetustyostd. Lisdksi
tyoryhma on tyostdnyt monia versioita uudesta materiaalista ja tehnyt monia
kustantamisessa valttamattomia toita.

Alkuvaiheessa kartoitettiin, ottaisiko jokin suuri kustantamo tyon
omakseen. Koska menetelman kdyttiminen on haasteellista ja uutta Suomessa,
jdd oppimateriaalien menekki marginaaliseksi. Niinpad yksikddn kustantaja ei
rohjennut tyohon ryhtyd. Kustantaminen tdytyisi organisoida ja rahoittaa omin
voimin. Tdssd vaiheessa syntyi ajatus menetelmdd kayttdvien opettajien omasta
yhdistyksestd. Nyt  yhdistyksen  juhliessa  viittd  toimintavuottaan
juhlaseminaarissa 12.11.2010 Espoossa on alkuopetuksen oppimateriaalien
suomalaistaminen ja kustantaminen loppusuoralla. Viidessd vuodessa on
pddsty yhteisin ponnistuksin ja innostuksen siivittdm&dnd ensimmadiseen
tavoitteeseen.

Kustannustoimittajan tyohon ryhtyvélld oli melkoinen urakka edessadan.
Oppimateriaalien kustantamista varten saatiin lopulta kayttoon vain
oppimateriaalin kokeilua varten laaditut raakakdannokset, ei muuta. Etuna
lahes tyhjalta poydalta ldhtemisessd oli, ettd ndin voitiin aloittaa
perusteellisempi suomalaistaminen. Nyt voitiin paremmin ottaa huomioon
suomalainen opetuskulttuuri ja suomalainen koulu oppilaineen. Koska
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hankkeelle ei oltu asetettu tiukkaa aikataulua, tydssd voitiin edetd aina sitd
mukaan kuin taloudellisia ja henkisid voimavaroja oli kdytettdvissd. Kun selvisi,
ettei mm. alkuperdisen piirroskuvituksen kdyttiminen ollut mahdollista,
avautui mahdollisuuksia pohtia, minkédlainen kuvitus ja taitto palvelevat
oppilaiden oppimista parhaiten. Nyt voitiin hyodyntdd sekd kuvituksessa ettd
taitossa suomalaista asiantuntemusta ja tutkimusta. Ennen kuvituksen
aloittamista kaytiin neuvotteluja Ruskeasuon koulussa silloin meneillddn
olevan toiminnallisen n&onkdyton tutkimushankeryhmin jdsenten kanssa.
Erityisopettajat Inkeri Miinalainen ja Eeva Malmstrom sekd neuropsykologi
Aulikki Tervo antoivat asiantuntemuksensa kuvittaja Mika Suhosen ja
oppimateriaalitydryhméan kayttoon.

Tyo tekijddnsd neuvoo - niin tdssdkin asiassa. Ensimmdisen luokan
materiaalien kuvittajaksi 16ydettiin luokanopettajan koulutuksen saanut
kuvittaja Mika Suhonen. Toisen Iuokan materiaaleja kuvitti lisdksi
luokanopettajaksi opiskeleva Kaisa Pallaskari. Muutamia kuvia piirsi myos Ilari
Lampinen. Taittajankin suhteen oltiin onnekkaita. Asiansa osaava Merika
Pyorokivi on tehnyt tarkkaa ja vaativaa taittotyotd koko oppikirjahankkeen
ajan. Kustannustoimittajaksi “ajautuneella” Anni Lampisella oli lopulta
mukana ty0ssd asiaansa uskova ja taitava tiimi.

”(Yhdistys) ylldpitia maksutonta internet-sivustoa ...”

Yhdistyksen = toiminnasta  tiedottaminen  haluttiin  mahdollisimman
reaaliaikaiseksi, avoimeksi ja helposti saatavilla olevaksi. Vuonna 2008 saatiin
avattua yhdistykselle omat verkkosivut osoitteessa www.varganemenyi.fi
Sivustolle on koottu tietoja mm. yhdistyksen toiminnasta, seminaareista,
koulutuksista, materiaaleista ja menetelméstd tehdyistd tutkimuksista. Kun
ensimmadiset oppimateriaalit saatiin valmiiksi, sivustolla avattiin yhdistyksen
materiaaleja myyva verkkokauppa.

Helsingin yliopiston matematiikan laitoksen matematiikkalehti Solmu oli
julkaissut jo aikaisemmin menetelmdn mukaisia materiaaleja, mm.

koulutusmuistiinpanoja, sekd ylldpitanyt valtakunnallista
koordinaattoriverkostoa. Verkkolehden anti on edelleen ajankohtaista ja
tarkedd.  Aivan  viime  vuosina  Solmulehti on  lanseerannut

Matematiikkadiplomi-toiminnan. Idean takana ja tekijoind ovat Pirjo Tikkanen
ja Marjatta Nadtanen. Namd diplomit vastaavat lukemisharrastamisen
virittdimiseksi tehtyd Lukudiplomia. Matematiikkadiplomit innostavat
matematiikan harrastamiseen. Tehtdviasarjat ovat Varga-Neményi -menetelmén
mukaisia.
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”(Yhdistys) tukee tutkimustoimintaa ... ”

Yhdistyksen hallituksen jasen KT Pirjo Tikkanen on ottanut ansiokkaasti
hoitaakseen tutkimustoiminnan kehittdimisen ja koordinoinnin. Ensimmédinen
tehtdva oli selvittdd, mitd menetelmdstd tiedetddn jo aikaisempien
tutkimustuloksisen pohjalta ja miten menetelmd sijoittuu uudemman
matematiikan opetuksen tutkimuksen kentdssda. Hén oli ensimmdinen véittelija
Suomessa, jonka vditoskirjan aihe liittyi suoraan Varga-Neményi -
menetelmddn. Hidnen aiheenaan oli vuonna 2008 julkaistussa vditoskirjassa
neljasluokkalaisten oppilaiden oma kokemus matematiikan tunneilta
suomalaisessa ja unkarilaisessa luokassa.

Menetelméstd on tehty muutamia muitakin pro gradu -tasoisia
tutkimuksia, joista merkittdvin lienee Tampereen yliopiston kasvatustieteellisen
tiedekunnan Héameenlinnan toimipisteen opettajankoulutuslaitoksessa tehty
sisdllonanalyysi: Tanja Kauppila ja Saara Tenkanen, Matematiikka kuuluu
kaikille Varga—Neményi -menetelmdn mukaisen ensimmdisen luokan
matematiikan oppimateriaalin analyysia.

Yhdistyksessd toivotaan, ettd menetelmad tutkittaisiin myos jatkossa.

”(Yhdistys) jdrjestdd koulutusta, seminaareja ja opintokdynteja.”

Yhdistyksen kouluttajapankista on voitu jarjestdd koulutuksiin menetelméa
kdyttdavid ja sitd hyvin tuntevia kouluttajia joko Unkarista tai Suomesta.
Alkuvuosina ennen suomalaistettujen materiaalien valmistumista kouluttajat
tulivat pddsdantoisesti Unkarista. Eszter C. Neményi, Marta Sz. Oravecz ja
Agnes Kivovicz vierailivat useana kesind Suomessa pitien vuosiluokittain
etenevid viikon mittaisia kesdkursseja. Myohemmin suomalaistamistydn
yhteydessd kouluttajat ovat olleet suomalaisia menetelméda kayttavid opettajia.
Menetelmékouluttajina pitkdkestoisissa koulutuksissa ovat viime vuosina olleet
Anne Koskeno, Anni Lampinen, Kirsi Puumalainen, Anna-Maija Risku ja Pirjo
Tikkanen. Esiopetuksen menetelméikouluttajina ovat toimineet Tilly Kajetski ja
Minna Salminen. Ruskeasuon koulussa on alkuopetuksessa sovellettu
menetelmdd monin eri tavoin. Tastd tyostd on kantanut p&ddvastuun
erityisopettaja Eeva Malmstrom. Ruskeasuon koulu "Ruskis" on valtion
erityiskoulu. Koulu jdrjestdd liikuntavammaisille lapsille ja nuorille esiopetusta,
perusopetusta ja lisdopetusta sekd oppimisvalmiuksia parantavaa kuntoutusta.
Koululla on velvollisuus jdrjestdd ohjaustoimintaa ja konsultaatiota.

Tama kouluttajaryhma tapaa muutaman kerran vuodessa. Jatkossa mukaan
toivotaan uusia kouluttamisesta vastuuta ottavia ja menetelmdd kayttavia
opettajia.  Yhteisissd  kouluttajatytoseminaareissa  kehitetddn koulutusta
jatkuvasti. Saatu palaute kdydaan ldpi ja se otetaan huomioon tulevissa
koulutuksissa.

Yhdistyksella on ollut vuosien saatossa hyvid ja luotettavia
yhteistyokumppaneita, joiden kanssa on jdrjestetty menetelmén mukaisia pitka-
ja lyhytkestoisia koulutuksia. Yhdistyksen koulutusyhteistyokumppaneina ovat
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olleet Helsingin yliopiston SOKLA, LUMA-keskus ja Palmenia, Hameen
kesdyliopisto ja Espoon, Helsingin ja Turun Matikkamaat. Pitkdkestoisia
koulutuksia ~ on  jdrjestetty = Espoossa,  Helsingissd,  Pirkanmaalla,
Héameenlinnassa, Oulussa ja Lohjalla. Lyhyempid koulutuksia on ollut myos
muualla Suomessa. Rahoitusta on saatu joillekin kursseille my0s
Opetushallituksesta. Useimmat koulutukset on voitu jdrjestdd opettajille
maksuttomina.

Vuosittain koulutuksiin on osallistunut noin 100-200 opettajaa. Koulutukset
ovat tdyttyneet ennitysajassa, jopa muutamassa tunnissa ilmoittautumisajan
alettua. Koulutuksiin on jddnyt jonottamaan useita kymmenid opettajia.
Kiinnostusta on siis ollut paljon enemmé&n kuin mitd koulutusta on pystytty
tarjoamaan.

Syksyllda 2010 Espoon ja Helsingin Matikkamaat jdrjestivit yhteisen
esiopetuksen 1. luokan menetelmdn mukaisen koulutuksen, johon otettiin
perdti 77 osallistujaa. Tdhdnkin koulutukseen jdi jonoon opettajia, mutta
koulutustilaan ei saatu mahtumaan enempdd paikkoja, vaikka tila oli jo
kertaalleen vaihdettu suurempaan.

Jatkossa yhdistys haluaa ponnistella koulutusten jdrjestamiseksi siten, ettd
halukkaat opettajat todella péddsisivdt osallistumaan. Tdssd tarvitaan paljon
yhteistyotd tdydennyskoulutusta jdrjestdvien tahojen kanssa. Kiinnostuksen
lisdéntyminen on erinomainen asia. Kysyntddn pitdisi pystyd vastaamaan
hyvin.

Tavallista on, ettd menetelmdstd kiinnostuneet opettajat osallistuvat usealle
kurssille. Osa opettajista ensin kokeilee menetelmdn mukaista opetustapaa
suomalaisen oppikirjan ohessa opetusta rikastaen ja siitd hiljalleen rohkaistuvat
ottavat menetelmédn osaksi opetustydtddn myos tdysipainoisesti menetelméan
mukaisia oppimateriaaleja kdyttden. Osa opettajista kokee menetelmén heti
omakseen ja he ldhtevét rohkeasti sitd kdyttamaan heti koulutuksen jalkeen.

Kun suomalaistetut materiaalit ovat valmistuneet, on ollut havaittavissa,
ettd menetelméstd on innostuttu aikaisempaa enemmain ja se on koettu itselle
mahdolliseksi. Tdmdn myotd on jopa muutama koulu ainakin Helsingissd,
Espoossa, Janakkalassa ja Maskussa sitoutunut kehittdimddn matematiikan
alkuopetusta menetelmén mukaisesti. Naissd kouluissa on kdytdssd
menetelmdn mukaiset materiaalit joko osittain tai kokonaan alkuopetuksessa.
Mielenkiinnolla odotamme, minké&laisia oppimistuloksia saadaan aikaiseksi,
kun sisddnajovaihe on ohitettu ja kdytdnteet ovat ehtineet vakiintua.
Tavallisempaa on, ettd koulussa vain yksi opettaja innostuu menetelmasta.
Innostus saattaa levitd, mutta on tdrkedd, ettei “yksinpuurtaja” koe olevansa
yksin asian kanssa, vaan verkostot 16ytyvit silloin yhdistyksen kautta.

“Matematiikkaa kaikille!” -ajatus on herdttanyt viime vuosina erityisesti
erityisopetuksen ja maahanmuuttajaopetuksen opettajat hakemaan uusia
keinoja opetuksen tueksi. Ndaméa ovat olleetkin innokkaimpia vastaanottajia,
jotka ovat nopeasti oivaltaneet menetelmén ajatusmaailman ja hyddyn.
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"Yhdistys tekee kansallista ja kansainvilistd yhteis- ja kehittimistyota
muiden asiantuntijaryhmien kanssa.”

Vaikka opetusmenetelmdd on kehitetty Unkarissa vuodesta 1960 ldhtien, se ei
tarkoita, ettd menetelmd olisi valmis ja suljettu jdrjestelmd. Menetelman yksi
perusperiaate “luova opettaja” oikeuttaa ja velvoittaa luomaan uutta,
seuraamaan matematiikan opetuksen kehittdmistd ja tutkimusta suomalaisesta
ja maailmanlaajuisesta ndkokulmasta kasin. Tavoite edellyttdd toteutuakseen
myo6s yhteistyotd tutkijoiden ja opettajien kesken. Aito ja rikas vuoropuhelu
edistavat parhaiten nditd pyrintoja.

On ollut hdammastyttdavdd, kuinka monipuoliseksi, rikkaaksi ja
systemaattiseksi Varga-Neményi -menetelmd on osoittautunut. Uutta
oivallettavaa riittdd kokeneellekin menetelmén kayttdjdlle. Monet aivan viime
vuosina saadut matematiikan opettamisen ja oppimisvaikeustutkimuksen
tutkimustulokset on tunnistettavissa tdssd menetelmdssi. Meille uudet
tutkimustulokset on jo ehditty viedd menetelmédssd kaytannon opetukseen.
Harjoitukset ovat valikoituneet sellaisiksi, ettd ne sopivat oppilaan ikdtasoon ja
ne tuntuvat oppilaista mieluisilta. Samalla ne kehittdvat oppilaan matematiikan
ymmartamiseen pohjautuvia taitoja. Oma kokeminen ja sosiokonstruktivistinen
oppimiskésitys ovat kaiken pohjana. Oppimisessa edetddn konkreettisesta
kohti abstraktia esitysmuotoa. Opetuksessa hyddynnetddn kinesteettistd,
taktiilista, visuaalista ja auditiivista aistikanavaa monin eri tavoin.

“"Matka kehittdd itsessddn, ei pddmaddrd.” Oppimiselle on asetettu monia
kehityspsykologiasta ja kognitiivisesta oppimisesta johdettuja tavoitteita.
Matematiikan avulla kasvatetaan ja kehitetddn lapsen kognitiivisia taitoja ja
matematiikan  osaamista mekaanisten prosessien oppimisen  sijaan.
Matematiikan oppiminen on osa ympaéristoon orientoitumista, hahmottamista,
jdrjestamistd ja ajattelun kehittamistd. Tamd ndkokulma on ehkd vasta tulossa
mm.  suomalaiseen = matematiikan  opettamisen  tutkimukseen ja
opetussuunnitelmaankin.

Eteenpdin

Meiddn suomalaisten opettajien haasteena on oppia tuntemaan menetelma
perin pohjin ja soveltamaan kouluarjessa sitd niin rikkaasti ja monipuolisesti
kuin se suinkin on mahdollista. Tallainen ldhestymistapa houkuttelee niita
opettajia, jotka ovat valmiita vastaamaan muuttuvan koulun haasteisiin ja
jatkuvasti etsimddn yhd parempia opetuksen tapoja. Opettajan on hyva
jatkuvasti tutkia omaa opetustaan ja hankkia kokemuksia opettamisesta ja
oppimisesta, kdydd vuoropuhelua oppilaidensa, itsensd, kollegojen ja
tutkijoiden kanssa. Hyodynsaajina ammatillisesta kasvusta ovat suomalaiset
oppilaat, joista kasvaa tulevaisuuden aikuisia.

Kuluneina viitend vuotena yhdistyksen pyrkimykset ovat saaneet tuulta
siipiensd alle. Oppimateriaalien valmistumisen ja opettajien tdydennys-
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koulutuksen myotd menetelmd on saamassa yhd suurempaa jalansijaa
suomalaisessa matematiikan opetuksessa.
Yhdistyksen toiminnassa virinnyt innostus on tarttuvaa laatua!
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