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OPPILASLAHTOISYYDEN LAHTEILLA
Pirjo Tikkanen

Julkaisun kannen perhoset kuvaavat Varga—Neményi -yhdistyksemme
kuudetta toimintavuotta. Yksi yhdistyksen tavoitteista on tehd&a tunnetuksi
matematiikan Varga—Neményi -opetusmenetelmdd Suomessa niin, etta
menetelman soveltajilla on perusteet pedagogiselle valinnalleen. Menetelman
tunnetuksi tekemiselle on aiempaa vankemmat resurssit Helsingin yliopiston
koulutus- ja kehittdmiskeskus Palmenian ansiosta. Palmenia haki rahoitusta
Varga—Neményi -opetusmenetelman mukaiseen opettajien matematiikan
taydennyskoulukseen  Opetushallitukselta. Voimme siis jarjestda 18
pitkédkestoista kurssia esiopetuksen ja wvuosiluokkien 1-2 matematiikasta
opettajille ja muille asiasta kiinnostuneille wvuosina 2011—2013. Kiitos
Palmenialle ja Opetushallitukselle.

Julkaisun teema on oppilaslahtoisyys, kuten Varga—Neményi -
menetelman periaatteiden periaate on taata oppijan ajattelulle parhaat
mahdolliset opetukselliset ratkaisut. Aikoinaan Tamas Varga (1971b) kehotti
opettajia harkitsemaan pedagogisesti verbalisointia eli kielentamista. Sita
viivytetdan, jotta hitaillakin oppilailla olisi tilaisuus itse kokea keksiminen eik&
vastaanottaa valmista kielellista ilmausta. Viivytetty verbalisointi auttaa ideaa
kypsymaan. Kolmanneksi on motivoivaa yrittda paasta selville salaisuudesta,
jonka oppilas tietdd, mutta ei jaa sita toisten kanssa.

Varga (1971b) korosti kokemuksen merkitysta matematiikan oppimisessa:
Kokemuksen pitaisi olla kaiken oppimisen ldhtokohta. Kokemus ja sen avulla
ymmartaminen ovat valmiin verbaalisen tiedon esittdmisen ja sen muistamisen
vastakohta. Konkreetit kokemukset ovat sensomotorisia kokemuksia, joista
induktiivisesti edetdan kuvalliseen ja kielelliseen esitykseen, koska se mydtailee
lapsen kehitysta ja luonnollista kiinnostusta ympaéristdon. Sensomotorisissa
kokemuksissa tuntoaistiin  perustuvat kokemukset ovat tarkeimmat.
Sensomotoriset kokemukset mahdollistuvat toimintavalineilla. Ne voivat olla
manuaalisia esineita tai painettua kirjallista materiaalia. Niiden avulla oppilaat
voivat tutkia ja harjoitella abstraktisia kasitteitda sovelluksineen. He voivat
toimintavalineilla esittad, kokeilla, ratkaista ja ymmartaa ongelmia. Niilla on
my0s mahdollista tarkistaa ja yleistdd ratkaisumenetelmia sekd luoda
ajatusmalleja.

Tamas Varga (1971a) varoitti myos oppilaiden kankeista ryhmaéjaoista,
joka lokeroi kuten kronologisen ian mukainen ryhmittelykin. Yl
kolmekymmenta vuotta sitten Varga totesi, ettei tdnd paivana sellainen koulu
ole enda utopiaa, jossa oppilas voi itsekin arvioida soveltuvilla testeilla, miten
han edistyy. Esimerkiksi tietokonetta kayttamalla voidaan arvioida kielitaito,
eri  nopeus- ja Vvaikeusasteisten puhuttujen tekstien ymmartaminen,
kirjoittaminen ja kieliopin hallinta. Opettajan tuomarin rooli voi sitten lakata
olemasta tallaisten menetelmien yleistyttyd. Tasta voi opiskeluilmapiiri
ainoastaan parantua. ”Kun opettaja parhaan taitonsa mukaan,



jarjestelmdllisesti, kdrsivéllisesti ja innokkaasti opettaa luokkaa ja tulokset
jadvat odotetuista, niin eik¢ héneltd vaadita mahdottomia ja hdn oppilailta?”
kysyi Varga ja jatkoi metaforalla: “Miksi oppilaat vetdisivdt moniin erikokoisiin
jalkoihin yhdenkokoiset kengét? Ja vield tuomitsemme lapset, jos he eivit osaa
liikkkua hyvin ahtaissa tai holskyvissd kengissd! Olisi ihme, jos he viihtyisivit
niissd. Mikd sitten neuvoksi? Valmista lddkettd ei ole olemassa. Etsimme
turhaan yhtd ainoaa tietd ratkaisuun, mutta eri teitd ratkaisuun kannattaa
hakea.”

Julkaisumme on osoitus siitd, miten tutkijat, opettajat ja opettajaopiskelijat
etsivdt moninaisia teitd oppilaan ajattelun ldhteille.

Ensimmadinen kirjoittajamme Markus Hahkioniemi on filosofian tohtori ja
tutkijatohtori Jyvéaskyldn vyliopiston opettajankoulutuslaitoksesta. Han sai
kutsun saapua Japaniin. Japanin matkallaan hénelld oli tilaisuus tutustua
kdytannon matematiikan opetukseen koulussa. Kuvaamassaan matematiikan
tunnissa Hahkioniemi konkretisoi havainnollisesti, miten opettaja voi opettaa
oppilasldhtoiselld ja toiminnallisella ongelmanratkaisulla suunnikkaan pinta-
alaa. Artikkelissa esitellddn japanilaisoppilaiden erilaisia ratkaisuja, myos
vddrid. Vadristd ratkaisuista oppilaiden kanssa keskustellaan, milld ehkdistadn
laajempien virhekdsitysten syntymistd. Héahkioniemi vertaa japanilaista
ongelmaratkaisumenetelmaéd sekd tutkivaan oppimiseen ettd Varga—Neményi
-menetelméan periaatteisiin. Yhteystiedot markus.hahkioniemi(at)jyu.fi.

Pirjo Tikkanen on kasvatustieteen tohtori ja toimii Jyvaskyldan
normaalikoulussa luokanlehtorina. Han vaélittdd suomalaisten oppilaiden
piirrosten  ja  kertomusten avulla  neljdsluokkalaisten = kokemuksia
ongelmanratkaisusta Varga—Neményi -opetusmenetelmilld: Matematiikan
oppitunneilla oppilaat toimivat pienryhmissd vilineitd kdyttden opettajan
ohjatessa tyoskentelya. Suomalaisoppilaat ovat innostuneita
ongelmanratkaisusta, jota saisi olla enemmdn. Turvallinen erehtymisen
ilmapiiri motivoi. Sisdinen motivaatio saa oppilaat tydskentelemddn
jarjestdytyneesti. Hyvad ilmapiiri ja innostus ennakoivat onnistumista
jatkossakin. Toisessa artikkelissaan Tikkanen tarjoaa visualisoitavan ongelman
kertolaskusta. Tulojoukkojen yhdistelmdstd voi syntyd kesdinen perhonen.
Yhteystiedot pirjo.tikkanen(at)hirspek.fi

Minna Muje on luokanopettajaopiskelija Jyvaskyldn opettajankoulutus-
laitokselta. Hénen artikkelinsa pohjautuu kasvatustieteen pro gradu -
tutkielmaan viidesluokkalaisten késityksistd muuttujista. Mujeen artikkelin
teoreettinen viitekehys luotaa ansiokkaasti teeman keskeisintd kirjallisuutta.
Vaikka aiemmat tutkimustulokset viestivdt suomalaisoppilaiden heikohkosta
yhtédlonratkaisusta, Mujeen tutkielman tulokset ovat rohkaisevia. Kaytannon-
laheisesti kirjoitettu artikkeli tullee kulumaan opettajien késissd. Toisessa
artikkelissaan neljasluokkalaisten parityoskentelystd matematiikassa Muje
esittdd varoittavan esimerkin oppilaiden keskindisestd auttamisesta. Sosiaalinen



vuorovaikutus oppimisen edistdmiseksi vaatii pitkdkestoista harjoittelua ja
oppilaiden asenteen muokkaamista, jotta se olisi toimivaa. Yhteystiedot
minna.muje(at)jyu.fi

Riina Harri on kasvatustieteen maisteri ja toimii luokanopettajana Espoossa.
Hanen artikkelinsa pohjautuu kasvatustieteen pro gradu -tutkielmaan
luokanopettajan matematiikkakuvan vaikutuksesta luokkahuonekeskusteluun
matematiikassa. Harri on hyodyntdnyt kansallista ja kansainvélistd osuvaa
kirjallisuutta opettajan ja oppilaiden vuorovaikutuksesta, mistd on opittavaa
kaikilla opettajilla. Harrin esittelemd matematiikkakuva palauttanee opettajien
mieliin kouluaikaiset muistot ja piilevdan pedagogisen vuorovaikutuksen
eksplisiittiseen tarkasteluun.

Toivon, ettd julkaisu kuluu lukijoiden kdytossa niin, ettd lehdet tippuu ja kannet
jdd, mutta kansissa sdilyy kesdseminaarin muisto tdd. Kaikki kukat kukkikoot ja
perhoset niissd lennelkoot.

Rentouttavaa kesdd ja toiminnallista yhdistysvuotta toivottaen

Jyvaskyldssd Vapun pédivana 2012

Pirjo Tikkanen
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Teaching school mathematics. Harmondworth: Penguin, 11-33.



JAPANILAISTA MATEMATIIKKAA
Markus Hihkioniemi

Tissd artikkelissa tarkastelen yhtdi japanilaista viidennen luokan matematiikan tuntia,
joka poikkeaa huomattavasti tyypillisesti suomalaisesta matematiikan tunnista. Tunnin
atheena oli suunnikkaan pinta-alan mddrittidminen. Sen sijaan, ettd asia olisi kisitelty
opettajajohtoisesti, oppilaat itse kehittivit useita erilaisia menetelmid alan
mddrittidmiseksi.  Tunnin  lopussa  oppilaiden  ratkaisumenetelmisti  kdaytiin
hedelmallinen  keskustelu. Tunti havainnollistaa avoimen lidhestymistavan ja
japanilaisen matematiikan opetuksen hyvid puolia.

Johdanto

Erilaisten kulttuurien vertaileminen voi olla hedelmadllinen ldhtokohta
opetuksen kehittamiselle. Suomessa on haettu kehittdmisideoita esimerkiksi
unkarilaisesta (esim. Tikkanen 2008) ja japanilaisesta (esim. Pehkonen 2011)
matematiikan opetuksesta. Tdamdn artikkelin tavoitteena on tarkastella
millaisista tekijoistd yksi erinomainen japanilainen matematiikan tunti rakentui.
Suomessa tyypilliselld matematiikan tunnilla opettaja ensin kasittelee uuden
asian ja sitten harjoitellaan opitun kdyttdmistd oppikirjan tehtdvissd (Savola
2008; Tikkanen 2008). Shimizun (1999) mukaan tyypillisen japanilaisen
matematiikan tunnin rakenne on seuraava:
¢ Ongelman esittely

¢ Oppilaiden yksilollinen ongelman ratkaisu
¢ Koko luokan keskustelua ratkaisumenetelmista
¢ Opettajan yhteenveto

Tunnin onnistumisen kannalta ratkaisevana Japanissa pidetddn oppilaiden
ratkaisumenetelmistd keskustelemista, josta Japanissa kdytetddn termid
“neriage” (Shimizu 1999; Takahashi 2008). Ratkaisumenetelmistd keskustelun
ideana on kasitelld opettajan valikoimien ratkaisujen yhtéldisyyksid ja eroja
sekd etuja ja haittoja ja ndin oppia tavoitteena oleva asia. Japanissa siis uusi asia
opetetaan tunnin lopussa, kun taas Suomessa se useimmiten opetetaan tunnin
alussa.

Toinen japanilaista matematiikkaa kuvaava piirre on avoin ldhestymistapa
(Nohda 2000; Ueda 2000; Pehkonen 2011; 1997). Avoimessa ldhestymistavassa
oppiminen alkaa avoimista ongelmista, joissa ldhtotilanne, lopputilanne tai
prosessi on avoin. Jos ldhtotilanne on avoin, ratkaisijan pitdd itse osallistua
ongelman muodostamiseen tekemadlld valintoja. Jos taas lopputilanne on avoin,
ongelmaan on useita oikeita ratkaisuja. Myos prosessi voi olla avoin, jolloin
tehtdvan voi ratkaista usealla eri tavalla. Avoimen ldhestymistavan tarkoitus on
kehittdd matemaattista ajattelua kaavamaisen suorittamisen sijasta (Nohda
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2000; Ueda 2000). Uedan (2000) mukaan avoimella ldhestymistavalla on

seuraavia etuja:

e Oppilaat tuntevat osallistuvansa matematiikan tunnilla ja alkavat
keskustella matematiikasta.

e Oppilailla on paljon mahdollisuuksia integroida oppimiaan tietoja ja taitoja
sekd kdyttdd niitd ymmartéden.

e Kaikentasoisilla oppilailla on mahdollisuus saada oikea vastaus.

e Oppilaat ovat motivoituneita omien ideoidensa selittdmiseen ja
perustelemiseen.

e Oppilaat saavat kokea loytdneensd itse jotain matematiikasta ja iloita
ajatustensa jakamisesta.

Japanilaisessa matematiikan opetuksessa ongelmanratkaisun ja matemaattisen
ajattelun painottamisella on pitkdt perinteet (Iwasaki & Ueda 1999).
Ongelmanratkaisua ja matemaattista ajattelua korostetaan myods muissa
nykyaikaisissa matematiikan opetusmenetelmissd. Matematiikan opetuksen ja
oppimisen kansainvilisten asiantuntijoiden keskuudessa vallitsevan kasityksen
mukaan matematiikkaa opitaan tehokkaasti kayttdmalld oppilasldhtoisid,
vuorovaikutusta korostavia opetusmenetelmid, joissa oppilaat itse tutkivat
jotain matematiikan ilmidtd tehtdvissd, joihin heilldi ei ole valmiita
ratkaisumenetelmid (ks. H&hkioniemi, hyvéaksytty). Artikkelin lopussa
kasittelen myos yhteyksid Varga-Neményi -opetusmenetelmaan.

Japanilainen 5. luokan tunti suunnikkaan pinta-alasta

Olin syksylla 2010 vierailulla Hiroshiman yliopistossa professori Atsumi Uedan
kutsumana. Osana vierailua seurasimme yhden 45 minuutin viidennen luokan
tunnin tavallisessa koulussa. Tdssd esittamdni havainnot tuosta oppitunnista
perustuvat tekemiini muistiinpanoihin. Tunnilla oli mukana tulkki, joka k&d&ansi
tarkeimmat tunnin osat englanniksi. Lisdksi minulla oli englanniksi kddnnetty
tuntisuunnitelma.

Tuntisuunnitelma: Tunnin aiheena oli suunnikkaan pinta-alan maarittaminen.
Oppilaat olivat aikaisemmin opiskelleet suorakulmion alan maéédrittamisen,
mutta suunnikaan pinta-alaa késiteltiin tdlld tunnilla ensimmdisen kerran.
Opettajalla oli paljon kokemusta, ja hdn oli toteuttanut tdmé&n tunnin useaan
kertaan. Han oli laatinut tuntia varten kuusisivuisen tuntisuunnitelman.
Tuntisuunnitelman pddosa oli taulukko, jossa oli esitetty tunnin
oppimisaktiviteetit, hypoteeseja oppilaiden mahdollisesta toiminnasta seka
opettajan mahdollisia tapoja tukea oppilaita (ks. taulukkoa 1). Shimizun (1999)
mukaan samankaltainen tuntisuunnitelma-taulukko on Japanissa yleinen.

Ongelman alustus: Tunnin alussa opettaja esitti taululla suorakulmion ja
suunnikkaan, joiden sivujen pituudet olivat samat (kuten kuviossa 1). Opettaja



11

kyseli oppilailta, mitd yhteistd ja mitd eroa nelikulmioilla on. Ndin opettaja
varmisti, ettd oppilaat kiinnittdvdt huomiota siihen, ettd nelikulmioiden piirit
ovat yhtd suuret. Piirien yhtdsuuruutta havainnollistaakseen opettaja oli
rakentanut pilleistd ja narusta suunnikkaan, jonka kulmia pystyi muuttamaan,
mutta sivujen pituuksia ei (kuten kuviossa 8). Keskustelun aluksi oppilaat
olivat sitd mieltd, ettd suorakulmion ja suunnikkaan alat ovat yhtd suuret.
Lisdksi oppilaat laskivat suorakulmion alaksi 5x6=30. Mittayksikon
huomioiden he saivat vastaukseksi 30 cm?. Ndin tunnin aiheen kannalta tarkea
ennakkotieto eli suorakulmion alan laskeminen tuli myos kerratuksi.

Taulukko 1. Tuntisuunnitelma

Oppimisaktiviteetit Hypotee§ it oppll.alc.len Opettajan mahdollinen
mahdollisesta toiminnasta .
(kysymykset) . .. tuki
tai reaktioista

Esimerkiksi tunnin
rakenteen opettaja oli

hahmottanut seuraavasti: Opettaja oli esimerkiksi

1. Ongelman Opettaja oli esimerkiksi kirjoittanut, ettd oppilaat

ymmartaminen esittinyt monta erilaista | saavat selittdd ideansa ja

2. Yksilollinen oppiminen tapaa maanttaa tarlfastella yhtglmsyyksm
suunnikkaan ala. muiden oppilaiden

3. Kollektiivinen ideoihin.

oppiminen

4. Reflektointi

Kuvio 1. Oppilaille annettu moniste. Kuvan alla luki “Minun ideani”.
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Kun oppilaat olivat sitd mieltd, ettd suorakulmion ja suunnikkaan pinta-alat
ovat yhtd suuret, opettaja ei ottanut kantaa siihen, ovatko oppilaat oikeassa. Sen
sijaan opettaja kysyi oppilailta, miksi alat ovat yhtd suuret. Oppilaat ddnestivat
innokkaina asiasta ja véhitellen oppilaat alkoivat muuttaa mielipidettdan. Téassa
vaiheessa opettaja selvitti oppilaille, ettd nyt on tarkoitus pohtia, miten
suunnikkaan pinta-ala voidaan laskea. Ndin opettaja oli alustanut ongelman,
varmistanut oppilaiden ymmairtdvan ongelman, kerrannut ratkaisussa
tarvittavat tiedot, korostanut tunnin tavoitetta ja motivoinut oppilaita
ongelman ratkaisemiseen. Tamén jdlkeen opettaja jakoi oppilaille kuviossa 1
esitetyn monisteen, jossa kysyttiin heiddn ideaansa suunnikkaan alan
laskemiseksi. Tédssd vaiheessa aikaa oli kulunut 15 minuuttia.

Yksilollistd ongelmanratkaisua: Opettajan jaettua monisteet oppilaat alkoivat
yksinddn hiljaa tyoskennellen ratkaista ongelmaa. Opettaja ajasti munakelloon 7
minuuttia aikaa yksilolliseen tyoskentelyyn. Opettaja kierteli luokassa
seuraamassa oppilaiden tyoskentelyd. Kun oppilas oli keksinyt yhden tavan
laskea suunnikkaan ala, hédn sai hakea opettajan poydiltd uuden monisteen ja
alkaa keksid toista, erilaista ratkaisutapaa. Useat oppilaat ehtivdtkin hakea
toisen monisteen. Esitin esimerkkejd oppilaiden ratkaisumenetelmista
tuonnempana.

Ratkaisuideoiden selittiminen vierustoverille: Munakello ilmoitti yksilollisen
tyoskentelyn pddttyneen 7 minuutin kuluttua. Opettaja pyysi oppilaita
selittdmddn ratkaisuideansa vierustoverilleen. Tdhdn kaytettiin aikaa 5
minuuttia.

Koko luokan keskustelua ratkaisumenetelmistd: Loppuosa tunnista (18
min) kaytettiin opettajan johdolla kédytdvaan koko luokan keskusteluun.
Opettaja pyysi aluksi viittd oppilasta esittamé&dn ratkaisunsa. Opettaja oli
ilmeisesti valinnut ndmd oppilaat jo edellisissd vaiheissa, koska oppilaiden
ratkaisut olivat erilaisia. Oppilaat tulivat yksitellen luokan eteen ndyttimdan ja
selittdmddn menetelmédnsd suunnikkaan pinta-alan laskemiseksi. Opettaja oli
varannut valmiiksi pahvista leikattuja oikeankokoisia suunnikkaita, joihin
oppilaat saattoivat piirtdd tai joita he voivat leikata. Ratkaisumenetelmiit
kiinnitettiin taululle vierekkdin, ja jokaisen menetelmén yldpuolelle opettaja
kiinnitti oppilaan nimikyltin. Oppilaiden nimid kdyttamalld opettaja vahvisti
kasitystd siitd, ettd tunnilla rakennettava matematiikka on oppilaiden omaa
matematiikkaa. Seuraavassa ratkaisut esitetddn siind jdrjestyksessd kuin
oppilaat ne esittivit.

Oppilas A esitti ratkaisuksi kokonaisten ruutujen laskemisen. Han aloitti
laskemalla kaikki kokonaiset ruudut, joita oli 18. Oppilas havainnollisti ndita
kokonaisia ruutuja pienillda ympyrasymboleilla (ks. kuviota 2). Taman jdlkeen
oppilas yhdisti vaillinaisista ruuduista pareittain kokonaisia. Aina yhtd paria,
jotka muodostivat kokonaisen ruudun, hdn merkitsi tietyllda symbolilla (ks.
kuviota 2). Yhdistelemilld hdn sai 6 kokonaista ruutua. Yhteensd hén sai siis
pinta-alaksi 24 cm?. Tdssd menetelméssd korostuu hyvin pinta-alan perusidea
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eli se, ettd pinta-ala neliosenttimetreind tarkoittaa, kuinka montaa
neliosenttimetrinkokoista ruutua alue vastaa.

Kuvio 2. Oppilaan A ratkaisu: kokonaisten ruutujen laskeminen.

Oppilaan B ratkaisumenetelmdnd oli leikata suunnikkaasta kolmio ja
liittdd se toiselle puolelle suunnikasta niin, ettd muodostui suorakulmio (ks.
kuviota 3). Suorakulmion alaksi oppilas laski 4x6 =24 eli vastaukseksi hdn sai
24 cm?. Tama ratkaisu havainnollistaa, ettd pinta-ala sdilyy samana, vaikka alue
jaetaan osiin ja osia siirrellddn. Muuttamalla alue suorakulmioksi on sen
sisdltamien neliosenttimetrien (ruutujen) méaara helppo laskea kertolaskulla.

Kuvio 3. Oppilaan B ratkaisu: kolmion siirtdminen.

Oppilas C selitti ratkaisuaan ensin suullisesti ja piirtamaélla. Héanen
ideansa oli tehdd kuviossa 4 esitetyt kaksi leikkausta suunnikkaan eri puolille.
Hanen selittdessddn ratkaisuaan luokkaan laskeutui odottava hiljaisuus.

Kuvio 4. Oppilaan C kaksi leikkausta.
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Luokka seurasi jannittyneend, kun oppilas C opettajan avustuksella
konkreettisesti leikkasi kaksi syntynyttd kolmiota irti ja siirsi ne niin, etta
muodostui suorakulmio (ks. kuviota 5). Samalla hetkelld luokasta kuului
kunnioittava huokaus: “Oo!” Tdmd ratkaisu havainnollistaa hyvin, kuinka
luovatkin ratkaisut ovat mahdollisia, kun oppilaat saavat itse osallistua
matematiikan tekemiseen.

Kuvio 5. Oppilaan C ratkaisu: kahden kolmion siirtdminen.

Oppilaan D ratkaisu oli jakaa suunnikas suorakulmioksi ja kahdeksi
kolmioksi (ks. kuviota 6). Suorakulmion alaksi hédn laski 4x3 =12 ja kolmioiden
yhteenlasketuksi alaksi 4x3 =12. Siten hdn sai vastaukseksi 24 cm?.

Kuvio 6. Oppilaan D ratkaisu: jakaminen suorakulmioon ja kahteen kolmioon.

Oppilas E ndytti oman ratkaisunsa dokumenttikameralla, koska h&n oli
tehnyt merkintdjd paperiin. Hanen ideansa oli, ettd suunnikkaan ala on yhta
suuri kuin suorakulmion, jonka sivut ovat samanmittaiset. Han oli
havainnollistanut ratkaisuaan piirtdimalld kuviossa 7 esitetyt ympyrdn kaaret.
Siten hanen ratkaisunsa suunnikkaan alaksi oli 5x6=30.
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Kuvio 7. Oppilaan E ratkaisu: sivujen tulo.

Oppilaan E ratkaisu on arvokas, koska se ympyrdd hyodyntden tuo
loistavasti esille, ettd suunnikkaita, joilla on sama piiri, on monta. Liséksi sen
avulla saadaan vield késiteltyd yleinen virhekésitys, ettd suunnikkaan ala on
sivujen tulo. Luultavasti opettaja oli juuri tdstd syystd valinnut timan oppilaan
esittdmddan ratkaisunsa. Esityksestd syntyikin mielenkiintoinen keskustelu.
Opettaja kysyi, mitd mieltd muut oppilaat ovat tdstd ideasta, jolloin useat
oppilaat vastustivat sitd. Opettaja halusi kuitenkin selityksen, miksi ei
suunnikkaan ja suorakulmion ala ole yhtd suuri. Télloin erds oppilas tuli luokan
eteen ja ndytti pilleistd ja narusta rakennetun havainnollistuksen avulla, ettei ala
voi pysyd samana. Tamd ndkyi selvésti, kun oppilas muutti suunnikkaan
kulman hyvin pieneksi (ks. kuviota 8). Tamd tilanne ndyttdd, kuinka
hedelmaillisia oppilaiden ns. virheelliset ratkaisut voivat olla. Tilanne paitsi
ehkdisi virhekdsityksen syntymistd myos opetti matemaattista ajattelua,
tarkemmin sanottuna vditteiden osoittamista epitosiksi. Tunnin jidlkeen
opettaja kertoi, ettei oppilaalle E luultavasti jadnyt negatiivista mielikuvaa
tilanteesta, silld hdn on luonut luokkaan ilmapiirin, jossa kaikkia ideoita
arvostetaan. Han kertoi myos totuttaneensa oppilaansa siihen, ettd tarked ei ole
vastaus vaan ajatteluprosessi. Oppilas E oli selvasti ajatellut asiaa, ja hdnen
panoksensa luokan matematiikan oppimiseen oli merkittava.

L)

Kuvio 8. Oppilas nédytti, ettei pinta-ala voi pysyd samana, jos kulma muuttuu.

Edelld esitettyjd oppilaiden ratkaisuja kasitellessddan opettaja kyseli oppilailta,
millaisia yhteisid piirteitd oppilaiden A—E ratkaisuissa on. Tédssd yhteydessa
havaittiin muun muassa, ettd useassa ratkaisussa suunnikas muutettiin
suorakulmioksi. Oppilaat myos kehuivat oppilaan A ideaa hyvidksi, mutta
oikeiden parien yhdistdmistd kokonaisten ruutujen muodostamiseksi pidettiin
vaikeana. Ndin tuli vield varmistetuksi, ettd oppilaat arvostavat suunnikkaan
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muuttamista suorakulmioksi. Opettaja totesi vield tunnin lopuksi, ettd ensi
kerralla kisitellddan, miten suunnikkaan ala voidaan laskea ilman leikkaamista.

Pohdinta

Tunnin rakenne oli sellainen, miksi Shimizu (1999) kuvasi tyypillisen
matematiikan tunnin. Tunnin rakenne on myds samanlainen kuin tutkivan
matematiikan tunnin rakenne: alustus-, tutkimus- ja koontivaihe (ks.
Héahkioniemi, hyvéaksytty; Stein ym. 2008). Tunnin alustusvaiheessa opettaja
varmisti, ettd kaikki ymmartavat ongelman, ja herétti oppilaiden motivaation
ongelman ratkaisuun. Tutkimusvaiheessa oppilaat ratkaisivat itsendisesti
ongelman. Toisin kuin tutkivassa matematiikassa yleensd, oppilaat eivat
tyoskennelleet pareittain tai ryhmissd. Sen sijaan télld tunnilla oppilaiden
vilistd vuorovaikutusta hyodynnettiin, kun he yksilollisen ongelmanratkaisun
jilkeen selittivat ideansa vierustoverilleen. Koontivaiheessa oppilaat selittivét
ratkaisumenetelmidédn ja niistd keskusteltiin opettajan johdolla. Koontivaiheen
tarkeys korostui selvasti tdlld tunnilla. IIman sitd oppilaiden tutkimukset

Tarkastellulla tunnilla sovellettiin myos avointa ldhestymistapaa. Tdssa
tapauksessa ongelma itsessddn (tietyn suunnikkaan alan maéédrittaminen) oli
varsin tavanomainen. Mutta koska suunnikkaan pinta-alaa ei ollut aiemmin
kasitelty, oli se oppilaille todellinen ongelma. Ongelman avoimuus riippui
selvasti kontekstista. Opettaja rohkaisi oppilaita keksimddn useita erilaisia
ratkaisutapoja, mika kertoo siitd, ettd ratkaisuprosessi oli avoin (Nohda 2000).
Oppilaiden luovat erilaiset ratkaisutavat saivat aikaan mielenkiintoisen ja
kehittavan keskustelun. Tamad havainnollisti kaytannossda Uedan (2000)
esittdmid avoimen ldhestymistavan etuja.

Jos opettaja ensin késittelisi suunnikkaan alan kaavan ja sitten oppilaat
kayttdisivat kaavaa tehtdvissd, korostuisi mekaaninen laskeminen. Néin
vahvistettaisiin kuvaa matematiikasta epdluovana sddnttjen seuraamisena. Sen
sijaan tarkastellulla japanilaisella tunnilla oppilaat saivat mahdollisuuden itse
kehittdd menetelmdn suunnikkaan alan laskemiseksi. Niin korostettiin
matematiikkaa nimenomaan luovana ajatteluna, ja ettd matematiikassa
muodostetaan sddntsjd eikd vain kdytetd niitd mekaanisesti.

Téalla tunnilla kédytetylld opetusmenetelmdlld on myos havaittavissa
samoja piirteitd kuin Varga-Neményi -menetelmilld. Varga-Neményi -
menetelmdn erds periaate on lupa erehtyd, vdiitelld ja iloita (Tikkanen 2008).
Periaate korostui myos tdlld tunnilla, silli oppilaiden virheellisid ratkaisuja
kéasiteltiin avoimesti ja matemaattisia vdittelyjd rohkaistiin. Oppilaat myos
iloitsivat saadessaan kehittdd omia ideoitaan ja selittdd niitd muille. Muita
yhteyksid Varga-Neményi -menetelmddn olivat myonteisen ilmapiirin
kehittaminen, ongelmanratkaisun korostuminen sekd yksilo-, pari- ja koko
luokan yhteisten tyoskentelymuotojen vaihtelu (vrt. Tikkanen 2008). Myos
opettajan rooli tunnin suunnittelussa ja riippumattomuus oppikirjasta
korostuvat kummassakin menetelmédssd. Toisin kuin tdlld tunnilla Varga-
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Neményi -menetelmdn mukaan suunnitellulla tunnilla oppilaille olisi
luultavasti annettu joitakin konkreettisia toimintavilineitd kuten sopiva
suunnikaspalapeli, pahville piirrettyjd suunnikkaita ja saksia tai yhden
neliosenttimetrin kokoisia neliitd, joilla alaa voisi arvioida. Toisaalta oppilaat
olisivat jo aiemmin voineet tutustua geometristen kuvioiden ominaisuuksiin
toimintavalineiden avulla esimerkiksi Neményin (2010) esittamissd ongelmissa.
Tamédn jdlkeen oppilaat olisivat valmiita tarkastelemaan pinta-alaa
abstraktimmalla tasolla eli kuvien perusteella kuten tilld japanilaisella tunnilla.
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ONGELMANRATKAISU OPPILAIDEN KOKEMANA
Pirjo Tikkanen

Tulkinnalliset ongelmat ovat tyypillisid matematiikan Varga — Neményi -menetelmdssi
perusopetuksen ensimmdisisti  kouluvuosista lihtien. Tulkinnallisilla ongelmilla
oppilaat tutustutetaan tavoitteelliseen ongelmanratkaisuun. Artikkelissa kuvataan
yhden suomalaisen opetusryhmin (N=20 oppilasta) kokemuksia ongelmanratkaisusta.
Oppilaat kokevat ongelmanratkaisun mydnteisesti, niin ikdin heidin mindkdsityksensd
ja asenteensa matematiikkaan on myonteinen. Lopuksi oppilaiden kokemuksista kootaan
laadukkaan opetuksen piirteitd.

Johdanto

Unkarilaisessa ~Varga—Neményi -opetusmenetelmdssd ovat tyypillisid
tulkinnalliset matemaattiset ongelmat alakoulusta ldhtien (Varga 1988; C.
Neményi 2010). Tulkinnallisissa ongelmissa yhdistetddn tuttuja tietoja uudella
tavalla ja voidaan saada yksi tai useita ratkaisuja. Erilaisten tulkintojen
oivaltaminen on ensimmdinen askel ongelman tutkimiseen ja ongelman
matematisointiin. Ongelmanratkaisun tarkoitus on myo6s herdttdd oppilaiden
vdittelyd ja keksimisen iloa.

Ongelmanratkaisun opettamisessa on kolme tapaa: opetetaan jotain
ongelmanratkaisusta, opetetaan ongelmanratkaisua varten ja opetetaan
ongelmanratkaisun kautta. Viimeistd kdytetddn opetusmenetelmdnd, josta
kaytetddn tdssd yhteydessd lyhyttd nimitystd ”ongelmanratkaisu”. Pehkosen
(2000) mukaan ongelmanratkaisu on opetusmenetelmd, jolla voidaan kohdata
konstruktivismin asettamat haasteet oppilaan ymmartamisen edistdmisesta.

Ongelmanratkaisun rakenne ja toiminnan periaatteet ovat tiivistettdvissa
seuraavasti: Oppilaita johdatetaan kerddmddn itsendisesti ongelmaan liittyvaa
matemaattista tietoa. Oppilaat analysoivat sitd ja pyrkivat tavoitteellisesti
ratkaisemaan ongelman. Lopuksi he arvioivat ongelman ratkaisun tulosta ja
ongelmanratkaisuprosessiaan. ~ Vaikka prosessin eteneminen vaikuttaa
lineaariselta, se ei kuitenkaan etene kdytdnnossd lineaarisesti, vaan oppilaat
saattavat palata takaisin alkutilanteeseen havaittuaan ratkaisun vaiheineen
toimimattomaksi. Prosessi toimii erityisen hyvin pitempikestoisissa
tutkimuksissa ja projekteissa. Unkarilaisen Polyan (Leppdaho 2007)
ongelmanratkaisumallissa on olennaista ymmartdd ongelma, tehdd ja toteuttaa
suunnitelma ratkaisuprosessista ja lopuksi arvioida tehtyd. Opetustilanteessa
oppilaat saattavat edetd prosessissa yksilollisesti eli ovat prosessin eri vaiheissa.

Sosiaalinen systeemi ongelmanratkaisussa on vuorovaikutuksellinen.
Keskeistd on avoin ilmapiiri, jossa erehtyminen on sallittua, jopa toivottavaa.
Opettajan tehtdva on tarkkailla, ohjata ja antaa neuvoja, jos tarvitaan. Hinen on
pidattaydyttdva arvioinnista ja annettava tilaa oppilaiden itsearvioinnille.
Hénen tehtdvdnsd muuttuu matemaattisten sisdltdjen valittdmisestd ajattelu- ja
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tyoskentelytaitojen ohjaamiseen. Pari- ja pienryhmétyoskentely sopivat
ongelmaratkaisun tyotavoiksi. Ne mahdollistavat kokeilemisen, pohtimisen,
arvailemisen ja erehtymisen turvallisesti. Ndissd tyotavoissa mahdollistuu my6s
oppilaiden keskindinen vuorovaikutus enemmdn kuin opettajajohtoisissa
tyotavoissa.

Menetelmén tukisysteemi koostuu sekd oppilas- ettd opettajatekijoistd.
Oppilaan ja opettajan on motivoiduttava ongelmasta ja sen ratkaisemisesta.
Jotta matemaattinen ongelmanratkaisu onnistuisi ja syntyisi onnistumisen
kokemuksia, se vaatii oppilaalta matemaattisia perustaitoja ja lukutaitoa.
Sujuva laskutaito, termien, kaisitteiden ja teoreemojen hallinta edistédvit
ongelman ratkaisemista. Tarvitaan myos yleisid ongelman ratkaisutaitoja, kuten
visualisointia, joustavaa ajattelua ja analogioiden muodostamista. Opettajan on
luotava myonteinen ja rohkaiseva ilmapiiri, kehitettdva oppilaiden ja omia
luovia ja tiedollisia valmiuksiaan sekd parannettava asennoitumista ongelman-
ratkaisuun.

Jo niin varhain kuin perusopetuksen toisella luokalla oppilaat alkavat
muodostaa uskomuksia hyvéstd opetuksesta, minkad havaitsivat Murphy, Delli
ja Edwards (2004) piirrdttdessddn oppilailla luokkahuonetapahtumia, joita
toisluokkalaiset kuvasivat suullisestikin vakuuttavasti. Toisluokkalaisten
uskomukset ovat ymmarrettdvid, koska alle kouluikdisetkin muodostavat
uskomuksia havaintojensa perusteella (Kitchener & King 1995).

Viides- ja kuudesluokkalaisilla on ndkemys matematiikan opetuksen
ldhestymistavoista (Sexton 2010). Jotkut oppilaat suosivat behavioristista
opetusta, jotkut konstruktivista, jotkut behavioristisen ja konstruktivisen
ldhestymistavan yhdistelmdd. Sextonin (2010) mukaan behavioristisessa
opetuksessa opettaja kertoo ja ndyttdd, miten ongelmia ratkaistaan, kunnes
oppilaat osaavat. Oppilaan tehtdvdnd on painaa mieleen ongelmanratkaisun
sddnnot ja harjoitella niitd, kunnes osaa. Opettaja tarkastaa, korjaa virheet ja
kertaa tarvittaessa. Konstruktivistisessa opetuksessa oppilaat miettivdt ensin
ongelmaa itsendisesti ja kysyvdat tarvittaessa. Heilld on tarvittava materiaali
kaytettavissd. Vaikeudet selvitetddn opettajan ja oppilaan keskustelussa.
Lopuksi oppilaat esittelevét erilaisia ratkaisutapojaan.

Vuosiluokkien 5—8 oppilailla on selvd ndkemys matematiikan
oppituntien laadusta (Sullivan, Clarke & O’Shea 2010). Oppilaiden mukaan
matematiikan opetus on laadukasta, kun

e eri sisdltoalueiden kisitteet selitetddan selkedsti

e kokemuksia hankitaan seki satunnaisilla etti strukturoiduilla
toimintavalineilld arkieldmaéén liittyvistd aiheista

e sisiltoalueet ovat vaihtelevia

¢ tehtdvat ovat haasteellisia ja

e tydskennellddn ryhmissa

Jos oppilaiden ja opettajan nidkemykset matematiikan opetuksesta eroavat,
syntyy epistemologinen ristiriita.
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Tavoitteena on selvittdd, miten perusopetuksen neljasluokkalaiset
kokevat ongelmanratkaisun matematiikassa. Oppilaiden kokemusten
perusteella tehdddn yhteenveto laadukkaasta matematiikan opetuksesta.

Kuinka oppilaiden kokemuksia ongelmanratkaisusta tutkittiin?

Tamd artikkeli perustuu Matematiikkaa unkarilaisittain -hankkeeseen
(Tikkanen 2008). Tutkittavia oppilaita oli Suomesta 41 ja Unkarista 23,
yhteensd 64. Tutkittavat oppilaat Suomesta olivat kahdesta eri opetusryhmasta
ja  Unkarista yhdestd ryhmastd. Unkarilaisryhmédssda ja  toisessa
suomalaisryhmaéssa kaytettiin unkarilaista Varga—Neményi -
opetusmenetelmasd, jossa suositaan tulkinnallista ongelmanratkaisua.

Oppilaiden kokemuksia matematiikan opetuksesta on selvitetty yleensa
kyselylomakkeilla, haastattelemalla tai havainnoimalla. Harvemmin kaytettyja
menetelmid ovat narratiivien Kkirjoittaminen matematiikkaan liittyvistd
kokemuksista (Sullivan ym. 2010; Zan & Martino 2010) tai piirrokset (Murphy
ym. 2004). Tassd tutkimuksessa kaytettiin oppilaiden piirroksia matematiikan
oppitunneista ja kertomuksia aiheesta "Mind ja matematiikka’.

Sekd piirrosten ettd kirjoitelmien sisdllot analysoitiin induktiivisesti.
Aineiston keskeisid sisdlttjd olivat mm. matematiikan sisédllot, tydtavat ja
oppilaiden asenne eli suhtautuminen niihin. Tikkanen (2008) kuvaa aineiston
analyysia tarkasti tutkimuksessaan.

Oppilaiden  narratiivien ja  piirrosten pohjalta muodostettiin
kokemustyypit. Kukin tyyppi hahmottui aineiston ldhiluennan ja analysoinnin
tuloksena. Tyypin hahmottumista auttoi mahdollisuus verrata kolmen
opetusryhmdn oppilaiden kokemuksia. Tyyppi muotoutui oppilaiden
kerrontatavasta ja eniten mainituista matematiikan sisédlloistd. Tyyppi
abstrahoi yksilollisia kokemuksia ja uskomuksia matematiikasta, sen
oppimisesta ja opetuksesta, matematiikka-asenteita ja késityksid itsestd
matematiikan oppijana. Kokemustyypit ryhmittaytyivat opetusryhmien
mukaan. Unkarilaisryhmd on vastakohtaistava yhtdlonratkaisija, toinen
suomalaisryhmd on toteava laskija ja toinen suomalaisryhmé perusteleva
ongelmanratkaisija.

Perustelevan ongelmanratkaisijan tyypilliset piirteet ovat perusteleva
kerronta ja matematiikan ongelmanratkaisutehtdvien nimittaminen &llitalleiksi
ja haasteiksi, joita oppilaat kahdessa muussa ryhméssd eivdt kdyttaneet.
Perustelut ilmenevit koska-, silld- ja siksi-alkuisista lauseista ja sen pdittelin -
tyyppisistd fraaseista. Perusteluksi ymmadrretidn myos vertaaminen, joka
ilmenee mm. lasten lempiaine-listoissa ja oppiaineiden tdrkeysluetteloissa.
Perusteluja, 4llitdllejda ja haasteita on kaikkien tdmédn ryhmédn lasten
narratiiveissa. Seuraavassa perustelevan ongelmanratkaisijan kokemustyypin
tarkastelussa edetddn joistakin oppilaiden yksilollisistda kokemuksista
oppilaiden ndkemyksiin vélineistd ja tydtavoista. Lopuksi kasitellddn tyypin
mindkasitystd ja asennetta matematiikkaan.
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Perusteleva ongelmanratkaisija

Perusteleva ongelmanratkaisija on suomalainen perusopetuksen neljannen luokan
oppilas, jonka matematiikan oppimista on ohjattu unkarilaisella Varga-
Neményi -opetusmenetelmalld. Han on 9-10-vuotias tytto tai poika.

Ongelmanratkaisu tarjoaa illille tillid: Allitdlli on lasten keksima nimitys
ongelmaratkaisutehtdville, joilla tarkoitetaan tehtdvid, joiden ratkaisutapa on
oppilaan oivallettava itse ja ratkaisuja on useampia kuin yksi. Oppilaiden
mainitsemia ongelmia ovat mm. lasten asusteiden paittely kuvien perusteella ja
lippujen vdrittdminen, jossa oppilaan oli pédtettdva lipun vérittavien alueiden
ja kdytettdvien vdrien mddrd. Muita oppilaiden mainitsemia ongelmia ovat wc-
paperirullan arkkien méddran selvittdiminen rullaa avaamatta ja ison tikkukasan
tikkujen maaran selvittdminen kymmenjarjestelmén avulla.

Matematiikan oppitunti oppilaiden mukaan tuntuu hauskalta silloin, kun
on ongelmanratkaisua, koska siind saa miettid runsaasti. Ongelmateht&via
pitdisi olla opetuksessa enemmin. Ongelmanratkaisussa oppilasta viehattdd
useiden ratkaisujen ja ratkaisutapojen etsiminen. Kun ongelma on oppilaasta
haasteellinen ja mielekds, hdn on valmis tyoskentelemddn sen parissa
sinnikkddsti pitkdankin. Joukko neljasluokkalaisia todistaa perustellen omin
sanoin, millaista ongelmanratkaisu voi olla:

Amanda: Hauskat asiat niin kuin pidttely menevit matematiikassa nopeasti ohi. Pidin
pdittelytehtivisti ja ongelmista, koska niissd pitdd kiyttid pddtddn paljon.

Helmi: Matikan tunnilla on tosi hauskaa, kun dllitilleji (ongelmia) ratkaistaan.

Matti: Matikka on hauskaa, kun on pddttelytehtivit. Luvuilla laskeminen ei ole niin
hauskaa.

Ongelmanratkaisu on mieleistd, koska se tarjoaa tilaisuuksia ajatella, miettid ja
pohtia. Ndissd kognitiivisissa toiminnoissa lapsia viehdttdd se, ettd pddsee,
joutuu ja tarvitsee kdyttdd paatd paljon ja kauan. Sinnikéstd ajattelua virittavat
ja ruokkivat sellaiset haasteelliset tehtdvit, joiden lopputulos ei ole vilittomasti
havaittavissa, vaan niitd on tyostettdva pitkddan. Mieleisimmat teht&dvit
oppilaista ovat pdittelyé ja loogista ajattelua vaativat sanalliset ongelmat, joissa
oppilaat keksivét ratkaisutavan ilman valmista mallia ja joissa ratkaisuja on
useampi kuin yksi. Yksi tdllainen oppilaiden mieleiseksi kuvaama tehtdva oli
pddtelld penkilld istuvien lasten jdrjestys idn ja istumapaikan avulla. Hauskaa
on myods lukujdrjestelmien tutkiminen pussittamalla, kuten lapset asian
ilmaisevat:

Helmi: Matematiikka on hauskaa, koska siind on tosi kivoja tehtivid. Hauskaa ovat
kertaistukset (kuinka monikertainen), kertolaskut ja pussitukset. Tosi hauskoja ovat
limpdtilat ja pussitukset. Matematitkan tunnilla on tosi hauskaa kun dllitilleji
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(ongelmia) ratkaistaan. Aika kuluu tosi nopeasti ja olen innostunut matematiikasta,
koska on monellaista tekemistd paljon.

ENNY
TS way

4Ue 4 pant g

Kuvio. Nyt mé keksin!

Pussitus tarkoitti tdssd luokkayhteisossd konkreettista toimintaa, jossa
esimerkiksi kasa nappeja laitetaan kymmenen kappaleen ldpindkyviin
pusseihin, kunnes jiljelle jadvida nappeja on vdhemmdn kuin kymmenen.
Kymmenen napin pussit laitetaan edelleen satapusseihin, joita edelleen
kymmenen kappaletta tuhatpusseihin. Nappien pussittamisen jdlkeen luetaan
tuhat-, sata- ja kymmenpusseista sekd irtonapeista niiden lukumaddrd. N&in
oppilaalla oli mahdollisuus konkreettisesti havaita kymmenjarjestelman
rakentumisen periaate.

Toimintavilineet: Parityoskentelypiirrosten mukaan matematiikan
oppitunneilla kdytetddn erilaisia toimintavilineitd kuten noppia, paperiliittimid,
tikkuja, siemenid, simpukoita, vaakoja ja multilink-palikoita. Oppilailla on
mahdollisuus valita parin kanssa tehtdvaddn sopivimmat toimintavalineet.
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Tyotavat: Useimmin perusteleva ongelmaratkaisija kuvaa piirroksissaan
matematiikan  oppituntia  yhteistoiminnalliseksi ja  oppilaskeskeiseksi
paritydskentelyksi. Pareittain oppilaat keskustelevat eri tavoin ratkaistavista
ongelmista (ks. kuviota). Parin kanssa tutkitaan my6s kalenterista nimipdivia.
Peruslaskutoimituksia harjoitellaan pelaten noppapelid kaverin kanssa, jolloin
voi pelitulosten perusteella ennakoida omia ja kaverin voittomahdollisuuksia.
Oppilaat kuvaavat myos yhteistoiminnallista ryhmétyotda 3-5 oppilaan
ryhmissd. T&lloin oppilaalla on mahdollisuus keskusteluun luokkakavereiden
kanssa tehtdvin sisdllostd, toimintavilineistd ettd niiden herdttimistd tunteista.
Samalla opitaan sosiaalisia taitoja, kun neuvotellaan tehtdvian etenemisestd ja
yhteisten toimintavélineiden kaytostd. Silloin kun oppilaat tydskentelevit
pareittain tai ryhmissd, opettaja kiertdd oppilaiden joukossa seuraamassa tyon
edistymistd ja ohjaamassa apua tarvitsevia tai istuu oman pulpettinsa darelld
kuten oppilaatkin.

Mindkasitys: Ongelmanratkaisijan mindkdsitys matematiikan oppijana on
neutraali, varauksellisen myonteinen tai myonteinen. Mindkdsitys perustuu
ongelmanratkaisijan  omiin havaintoihin opiskelutehtdvien onnistumisesta,
koemenestyksestd ja opettajan antamaan palautteeseen. Hédn ei vertaa itseddn
toisiin oppilaisiin. Ongelmanratkaisijan harrastuksiin kuuluu matematiikan-
kerho, joka edistdd hédnen taitojaan, jotka vahvistavat mindkasitystd.
Ongelmanratkaisija  tekee vapaaehtoisesti laajahkoja kotitehtdvid, joissa
esimerkiksi loogisen pdittelyn ja puudiagrammin avulla valmistetaan loogiset
pelikortit yhteistoimintaa varten.

Perustelevan ongelmanratkaisijan uskomukset matematiikan sisalloistd ovat
jokseenkin monipuolisia, koska siihen sisdltyvit algebraa lukuun ottamatta
luvut laskutoimituksineen, geometria ja mittaaminen, tietojen késittely, tilastot
ja todenndkoisyys, logiikka ja erityisesti ongelmanratkaisu. Sitd 9-10-vuotias
ongelmanratkaisija nimittaa allitilliksi tai haasteeksi. Allitdlli tarkoittaa tehtdvad,
jonka ratkaisutapa ja ratkaisu eivét ole vilittomaésti havaittavissa, vaan ne on
oivallettava itse. Ratkaisuja ongelmaan on useampi kuin yksi, koska tehtdva on
tulkinnallinen.

Matematiikka-asenne: Ongelmanratkaisija pitdd matematiikasta, koska se tarjoaa
tilaisuuksia ajatella, miettid ja pohtia ja koska se on vaihtelevaa ja monipuolista
sisdlloltdan. Han pitdd myos uusien asioiden ymmartdmisestd ja tajuamisesta.
Hén kokee matematiikan kumuloituvan rakenteen myonteisesti, koska
aiemmin opitut asiat ovat jatkossakin tarpeellisia. Matematiikan sis&llollinen
monipuolisuus mahdollistaa myos monipuoliset ja vaihtelevat tehtavat, jotka
ovat ongelmanratkaisijasta mieleisid. Konkreettiset toimintavélineet edistdvat
symbolien ja abstraktioiden ymmartdmistd ja tuovat myos vaihtelua toimintaan,
joka vahvistaa ongelmanratkaisijan —matematiikka-asennetta. Myonteisen
matematiikka-asenteen kehittymiseksi on suotuisaa, jos opetukseen sisdltyy
tavoitteellista toimintaa konkreettisine lopputuloksineen oppimisen lisdksi.
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1) Matematiikka on ongelmanratkaisijalle tosi tarkedd, tarkedd tai ainakin melko
tarkeda. Tosi tirkedd tai tiarkedd se on silloin, kun hdn on soveltanut sitd
omaan elidmiidnsid. Matematiikka on vain melko tirkedd, kun mahdolli-
suuksia soveltaa on ollut vdhdn. Matematiikka on tdrked oppiaine
ongelmanratkaisijan koulussa, jossa sitd opiskellaan didinkielen lisdksi myos
ranskan ja englannin kielelld ja myts matematiikkaa opiskellaan vieraiden
kielten tunneilla. Matematiikka integroituu myos didinkielen, ymparisto- ja
luonnontiedon sekd késitoiden opiskeluun. Ongelmanratkaisijalla  ja
matematiikalla on yhteinen tulevaisuus, koska ongelmanratkaisija haaveilee
ammatista, jossa matematiikalla on kayttod. Han uskoo, ettd matematiikka
kuuluu aikuisena vapaa-aikaankin.

2) Ongelmanratkaisija kokee matematiikan helpoksi, sopivaksi, helpoksi ja
vaikeaksi tai vaikeaksi, minkd hdn on pddtellyt sekd koemenestyksestddn,
harjoitustehtdvistddan ettd oppimiskokemuksistaan. Jos matematiikan
tehtavét ovat liian helppoja, han tylsistyy. Tylsistyttavid tehtdvid ovat myos
samanlaisina toistuvat harjoitukset, joten ihanteelliset tehtdvdat ovat
sisdlloiltaan ja ratkaisutavoiltaan vaihtelevia.

Perustelevan ongelmanratkaisijan opetusryhméssd asenne matematiikkaan on
yksiselitteisen myonteinen 7:114, ambivalenttisen myonteinen 12:lla ja
ambivalenttisen kielteinen 1 ongelmanratkaisijalla. Yksiselitteisyys on
pdédteltavissda, kun ongelmanratkaisijasta matematiikka on hauskaa, helppoa ja
tarkedd. Asenteen ambivalenttisuus on pdételtdvissd, kun matematiikka on
ongelmanratkaisijasta esimerkiksi kivaa, helppoa ja vaikeaa (ambivalenssi) ja
tarkedd. Yksiselitteisen myonteinen asenne matematiikkaan on kahdella tytolla
ja viidelld pojalla, ambivalenttisen myonteinen asenne seitsemadlld tytolld ja
viidelld pojalla, ambivalenttisen kielteinen vain yhdelld tytolld perustelevan
ongelmanratkaisijan ryhméssa.

Ongelmanratkaisija tyoskentelee matematiikan oppitunnilla useimmiten
yhteistoiminnallisesti ja oppilaskeskeisesti parin kanssa, pienryhméssd tai
yksilollisesti. Ndmd tyotavat tarjoavat ongelmanratkaisijalle merkittavid
kokemuksia oppimisesta, joka hdanen mukaansa on ymmartdmistd, tajuamista,
keksimistd ja oivaltamista. Merkittdavdd on myoOs ajattelu ja tyoskentely
vuorovaikutuksessa luokkakavereiden ja opettajan kanssa haasteellisten
ongelmien parissa.

Konkreettiset, jokaisen omakohtaisessa kdytossd olevat toimintavélineet
havainnollistavat matematiikan siséltojd ja tarjoavat aktiivista toimintaa
ongelmanratkaisijalle. Hanestd on tdrkedd, ettd ajoittain on esittdvdd opetusta,
jolloin selitetddn, selvennetddn ja ndytetddn konkreettisesti opittavia asioita,
koska se aktivoi oppimaan ja ajattelemaan. Kyselevd opetus on ihanteellista,
kun sen avulla kootaan tai tarkistetaan pari- tai yksilollisen tyon tuloksia, joista
tarkastellaan erilaisia tapoja ratkaista tehtdvid ja tehd&dédn niistd johtopaatoksia.
Kyselyn avulla myo6s kerrataan opittuja asioita, mutta kyselyn on aktivoitava
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haasteelliseen toimintaan, jotta se innostaisi ongelmanratkaisijaa. Opettaja-
johtoinen kyseleva opetus herattdd ongelmanratkaisijassa my06s epavarmuutta tai
drsyyntymistd luokkakavereihin.

Ongelmanratkaisijan ~ opettajan  haasteet matematiikan  opetuksen
kehittdmiseksi ovat seuraavat: Jotta ongelmanratkaisijan matematiikkakuva
monipuolistuisi, olisi algebran sisdltoaluetta késiteltdvd mielikuvia synnyt-
tavélld tavalla, jotta se ilmenisi ongelmanratkaisijan kokemuksissakin. Ongelman-
ratkaisijalle olisi tarjottava mahdollisuus opetuskeskusteluun viittelyineen pien-
ryhmdd suuremmassa oppilasryhmaéssd, jotta matemaattinen kielentdminen ja
argumentointi kehittyisi. Matematiikan kokeiden olisi syytd olla eriytettyja
matemaattiselta esitysmuodoltaan ongelmanratkaisijan edellytysten mukaisesti,
jotta ne eivdt lilan abstraktisina heikentdisi ongelmanratkaisijan kasitystd
itsestddn matematiikan oppijana. Vaikka ongelmanratkaisijan kdytossd on vapaa-
valintaisia toimintavilineitd suhteellisen runsaasti, luokassa olevaa tietokonetta
tulisi hyodyntdd tehokkaammin tyoskentelyn eriyttdmisessd, samalla tieto-
tekniset taidotkin kehittyvdat. Luokan wulkopuolinen tytskentely edistdisi
ongelmanratkaisijan taitoja soveltaa matematiikkaa omaan eldmédnsé ja edistdisi
ndin hdnen késitystddn matematiikan tarkeydestd kayttokohteiden rikastuessa.
Koska vapaamuotoiset kirjoitelmat ja piirrokset osoittavat ongelmanratkaisijan
suhteen matematiikkaan emotionaaliseksi, on héanelle jatkossakin annettava
mahdollisuus ilmaista tunteensa matematiikasta, sen oppimisesta ja opetuk-
sesta eri tavoin, jotta voitaisiin havaita mahdolliset muutokset negatiiviseen
suuntaan ja vahvistaa myonteistd suhdetta matematiikkaan.

Yhteenveto

Tutkimuksen tavoitteena oli selvittdd neljasluokkalaisten kokemuksia
tulkinnallisista matematiikan ongelmista. Oppilaat kokevat ongelmanratkaisun
myonteisesti. Merkittdvid myonteisen kokemuksia synnyttdjid ovat haasteelliset
tehtdvat, vélineet ja vuorovaikutteiset tyotavat. Myonteisillda ongelmaratkaisun
kokemuksilla vaikuttaa olevan myonteisid seurauksia - oppilaiden mindkasitys
ja asenne matematiikkaan ovat myonteisid. Ndiden myonteisten kokemusten
perusteella on koottavissa laadukkaan matematiikan opetuksen piirteet.

Laadukkaassa matematiikan opetuksessa
¢ on haasteellista ongelmanratkaisua
® kokemuksia  matematiikasta  hankitaan sekd satunnaisilla  ettd
strukturoiduilla toimintavilineilld
e tyGtavat ovat vuorovaikutteisia ja yhteistoiminnallisia

Perustelevan ongelmanratkaisijan kokemuksissa matematiikasta on samoja
piirteitd kuin viides- ja kahdeksasluokkalaisten ndkemyksissd tehokkaasta
matematiikan = opetuksesta  (Sullivan ym. 2010). Perusopetuksen
neljasluokkalaiset, joita on opetettu Varga—Neményi -opetusmenetelmalld,
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ovat oppimisensa asiantuntijoina tarjonneet realistisia suosituksia
matematiikan opetuksesta.
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”NE ON VAIHTELEVIA LUKUJA.”

MUUTTUJAT VIIDESLUOKKALAISTEN MATEMATIIKASSA
Pro gradu -tutkielma
Minna Muje

Johdanto

Téassda tutkielmassa selvitetddn viidesluokkalaisten muuttujien kaisittelya
matematiikassa. Muuttujat liittyvat algebraan, “kirjainlaskentaan”, joka on
matematiikan osa-alue. Algebrassa kasitellddn lukujen ohella yhti tai useampaa
tuntematonta lukua eli muuttujaa, jota kuvataan yleensa kirjainsymbolilla, kun
taas aritmetiikka keskittyy pelkéstdadan tunnettujen lukujen késittelyyn (Christou
& Vosniadou 2005; Hassinen 2006; Humberstone & Reeve 2008). Varsinaisesta
algebrasta voidaan erottaa esialgebra, joka on vilivaihe siirryttdessa
aritmetiikasta algebraan (Linchevski 1995).

Siirtymédvaihe aritmetiikasta algebraan on matematiikan opetuksen
kannalta oleellinen, silld algebra vaatii oppilaalta numerolaskuja enemman
abstraktia ajattelua (Hihnala 2005). Algebraa pidetddn matematiikassa tarkedna
alueena, mutta sen on todettu olevan oppilaille hankalaa. Kuitenkin algebran
varhaisesta opetuksesta 8 —9-vuotialle oppilaille on saatu rohkaisevia tuloksia.
(Carpenter & Levi 2000; Duke & Graham 2007; Kieran 1991; MacGregor &
Stacey 1997; Schliemann, Carraher, Brizuela & Jones 1998; Warren & Cooper
2005.) Oppilaiden vaikeudet algebrassa yldluokilla, toisaalta onnistuneet
kokeilut opettaa algebraa alaluokilla osoittavat, ettd algebrallisen ajattelun
opettamista alaluokilla tulisi vakavasti harkita. Téllainen muutos vaatii
tutkimusta ja asiaan perehtymistd. (Schliemann ym. 1998.) Liséksi tarvitsemme
tietoa oppilaiden ennakkokésityksistd ja virheellisistd ajattelutavoista
algebrassa. Konstruktivismin hengessd oppilaiden aiemmat tiedot ja kasitykset
on huomioitava opetuksessa, ndihin ennakkokésityksiin tulisi my0s
matematiikan opetuksen vaikuttaa. Algebran oppimista helpottavat mm.
muuttujien merkitseminen, kdsitys muuttujasta vield tuntemattomana lukuna ja
tuntemattomien lukujen ratkaiseminen (Carpenter & Levi 2000; Duke &
Graham 2007; Schliemann ym. 1998). Niihin seikkoihin perustuvat taman
tutkielman ongelmat. Lisdksi selvitetddn yleisid virhetyyppejd, joita esiintyy
oppilaiden ratkaistessa muuttujia sisdltdvid tehtdvid, ja ohjauksen vaikutusta
oppilaiden muuttujien késittelyyn.

Algebran opettamisen haasteellisuus

Algebran opetus on haasteellista, koska virhekésitykset algebrasta ovat pysyvia
ja hankalasti muutettavissa (Christou, Vosniadou & Vamvakoussi 2007;
Merenluoto & Lehtinen 2004). Vadrinkasitykset ja virheelliset tulkinnat ovat
perdisin aiemmista kokemuksista, jotka vaikeuttavat algebran oppimista
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(Stacey & MacGregor 1997). Oppilaiden kokemukset luvuista aritmetiikassa
vaikuttavat voimakkaasti siihen, kuinka oppilaat tulkitsevat symboleita
algebrassa. Algebran opetuksen alkaessa oppilailla on kaksi haastetta: heiddn
on annettava merkitys uusille symboleille ja uusi merkitys aritmetiikasta
tutuille symboleille. (Christou ym. 2007.) Oppilaille on epdselvdd, etta
esimerkiksi merkintd 5x tarkoittaa 5 kertaa x, eikd yhteenlaskua tai paikkalukua
(Stacey & MacGregor 1997). Jos oppilaan on sijoitettava ymn paikalle 3
lausekkeeseen 2y, oppilas saattaa vastata virheellisesti 23 (Christou ym. 2007;
Hassinen 2006).

Aritmetiikassa oppilaat tottuvat tietynlaisten lukujen késittelyyn. Monet
oppilaat ovat operoineet lihinnd pienilld kokonaisluvuilla, joten he ovat
epdvarmoja, toimivatko opitut asiat suurilla luvuilla, desimaaliluvuilla tai
murtoluvuilla. Esimerkiksi desimaalilukuja sisédltdvda yhtdlo saattaa tuottaa
oppilaille vaikeuksia, vaikka yhtdlon kokonaisluvuilla he ratkaisevat helposti.
(MacGregor & Stacey 1999.) Oppilaat voivat tulkita kirjainsymbolit vain
luonnollisiksi luvuiksi eividtkd rationaali- tai desimaaliluvuiksi, mikd haittaa
algebrallisen ajattelun kehitystd. Myos negatiiviset luvut algebrassa ovat
hankalia. Tyypillisesti oppilaat ajattelevat, ettd esimerkiksi a ei voi saada
negatiivisia arvoja ja vastaavasti -b positiivisia arvoja. (Christou & Vosniadou
2005).

Aritmetiikassa luonnollisilla luvuilla on jdrjestys, kun taas algebrassa
symboleille ei madritetd jarjestystd esimerkiksi aakkosten mukaan. (Christou &
Vosniadou 2005; Christou ym. 2007). Tastd erosta seuraa, ettd jotkut oppilaat
mieltdviat virheellisesti kirjainsymbolin sen jdrjestyslukuna aakkosissa.
Esimerkiksi h-kirjaimelle annetaan arvo 8, silld se on aakkosten kahdeksas
kirjain (Kiichemann 1981).

Myos aritmetiikasta omaksuttu puutteellinen kasitys yhtdsuuruudesta
hankaloittaa algebran oppimista. Aritmetiikasta oppilaat omaksuvat algebran
kannalta ongelmallisen rakenteen, jossa operaatiot ovat yhtdlon vasemmalla
puolella, ja vastaus oikealla puolella. Tastd seuraa, ettd oppilaat suorittavat
laskutoimituksen kaikilla tehtdvan luvuilla ja kirjoittavat vastauksen tyhjdan
ruutuun, kuten tehtdvassa 2 + 3 + 4 + 5 = _ (Carpenter & Levi 2000; MacGregor
& Stacey 1999; McNeil & Alibali 2005; Knuth, Alibali, Hattikudur, McNeil &
Stephens 2008; Stacey & MacGregor 1997). Strategian rajallisuudesta raportoi
esimerkiksi Hihnala (2005): kun erddssd tutkimuksessa 6.-luokkalaisilta
kysyttiin tehtdvan 8 + 4 = [ | + 5 ratkaisua, oppilaat vastasivat 12 tai 17, eika
yksikdan ratkaissut tehtdvad oikein. Siten yhtdsuuruusmerkin huoleton kaytto
aritmetiikassa saa oppilaat luulemaan, ettd yhtdsuuruusmerkki tarkoittaa
“saadaan”, “tulos on” tai “tdstd tulee”. Luulo on ongelmallinen, kun vuosia
kestaneestd aritmetiikan opetuksesta siirrytdan algebran opetukseen (Hassinen
2006; Knuth ym. 2008; MacGregor & Stacey 1999; Schliemann ym. 1998).
Tavallisesti oppilaat ketjuttavat laskulausekkeita yhtasuuruusmerkeilld, kuten 2
+3 =5-1 =4 (Hihnala 2005; Knuth ym. 2008).

Aritmeettisiin tehtdviin on usein numeerinen ratkaisu, kun taas algebran
keskeinen idea on muuttujien kuvaaminen kirjainsymbolein ja laskutoimitusten
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suorittaminen niilld. Oppilaille on vierasta, ettd vaikka itse laskutoimitus
merkitddan, vastaukseksi ei aina saada lukua. (Hassinen 2006.) T&lloin tehtdva
on oppilaasta keskenerdinen tai puutteellinen. Oppilaille onkin tyypillistd antaa
numeerinen arvo muuttujalle tai lausekkeelle (Kiichemann 1981).

Algebran opetuksen alkaessa oppilaiden on muodostettava késitys tdméan
matematiikan osa-alueen keskeisistd ideoista, joista yksi on tuntemattoman
luvun esittdminen symbolina (Kieran 1992). Kirjainten kdytté tuntemattoman
luvun merkitsemiseksi on vaikeaa aloitteleville algebran opiskelijoille (Kieran
1991). Oppilaista on hankalaa operoida tuntemattomalla luvulla. He haluavat
tietdd luvun tai arvaavat sen. Esimerkiksi Hihnalan (2005) tutkimuksessa 6.-9.-
luokkalaisista 28,1 % korvasi muuttujan numeroluvulla suorakulmion alan
lausekkeessa (Hihnala 2005). Oppilaat mieluummin ratkaisevat tehtdvan
mielessddn pohtimalla kuin symboleilla (Schliemann ym. 1998). He pyrkivit
laskemaan, vaikka tarvitsisi vain merkitd. Aluksi oppilaat jopa pyrkivit
valttdmdadan symbolisia ilmauksia. (Hassinen 2006.)

Kolmasluokkalaiset ja sitd nuoremmatkin saattavat kehittdaa
tuntemattomien lukuméddrien merkintdtavan joko ohjatusti tai spontaanisti.
Oppilaat merkitsevdt muuttujaa esimerkiksi kuviolla tai kysymysmerkilla.
(Carpenter & Levi 2000; Schliemann ym. 1998; Warren & Cooper 2005.) Astetta
edistyneempi tapa on ilmaista muuttuja lyhenteelld, sanalla tai useammalla
sanalla. Hassisen (2006) mukaan tdamd keino on 7.-luokkalaisten keskuudessa
yleinen, ennen kuin symbolin merkitsemiseen ohjataan. Edistyneimpéané tapana
merkitd muuttujaa pidetddn kirjainsymbolia. Sen kaytto ei ole algebraa
opiskelleillekaan selvdd (MacGregor & Stacey 1997; Hihnala 2005).

Toinen algebran oppimisen keskeisimmistd ongelmakohdista on
merkityksen antaminen muuttujien symboleille (Malisani & Spagnolo 2009).
Kéasitys muuttujan symbolista on monille epédselvda algebran opetuksen
jialkeenkin. Monet oppilaat ldpdisevdt algebran kurssin tajuamatta, ettd
esimerkiksi x voi merkitd toistaiseksi tuntematonta lukua, yleistettyd lukua tai
muuttujaa (Duke & Graham 2007; Stacey & MacGregor 1997).

Kolmas algebran keskeinen idea on muuttujia sisdltdvien tehtdvien
ratkaiseminen. Luokilla 3-5 matematiikassa on yhtdloiden ja epdyhtdloiden
ratkaiseminen pddttelemadlld (Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet
POPS 2004). Lisaksi oppilaat lienevat kohdanneet tuntemattomia lukumdaria jo
ennen kolmattakin luokkaa avoimissa tehtdvissd, kuten o + 5 = 8 (Kieran 1991).
Yhtdloiden ratkaiseminen ei vaikuta olevan oppilaille ylitsepddsemdton haaste
(Schliemann ym. 1998). Toisaalta suomalaisnuorilla on havaittu ongelmia
algebrassa juuri perusyhtdldiden ratkaisemisessa (Kupari & Tornroos 2004).

Menetelmi

Tutkielman tavoitteena oli selvittdd viidesluokkalaisten muuttujien késittelyd ja
ohjauksen vaikutusta oppilaiden muuttujien kasittelyyn matematiikassa.
Tutkimuksen pdéd- ja osaongelmat ovat
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1 Miten viidesluokkalaiset kasittelevdt muuttujia matematiikassa?
1.1 Kuinka oppilaat merkitsevat muuttujan?

1.2 Millainen kasitys oppilailla on muuttujaa merkitsevéasta
symbolista?

1.3 Miten oppilaat ratkaisevat tuntemattomia lukuja sisdltavid
tehtdavia?

1.4 Millaisia virhetyyppejd on oppilaiden muuttujia sisdltavissa
tehtdvissa?

2 Miten ohjaus vaikuttaa oppilaiden muuttujien kasittelyyn
matematiikassa?

Tutkimukseen osallistui 62 viidesluokkalaista, 35 tyttod ja 27 poikaa. He olivat
kolmesta rinnakkaisluokasta samasta keskisuomalaisesta kaupunki-koulusta.
Viidesluokkalaiset wvalittiin, silld heille varsinainen algebran opetus on
alkamassa. Viidesluokkalaisen tulisi osata ratkaista yhtdloitd ja epdyht&loita
pdédttelemadlld, mutta laajemmin algebraa késitellddn vasta 6.-9.-luokilla (POPS
2004). Silloin oppilaat tutustuvat muuttujan késitteeseen.

Tutkimusaineisto keréttiin kevéadlla 2010 kolmella eri lomakkeella.
Ensimmadinen lomake oli RMAT- laskutaidon testi 9-12-vuotiaille (Rdsdnen
2004), jossa on oppilaille tuttuja peruslaskutoimituksia. Siitd poistettiin
viimeinen, muuttujia sisdltdva tehtdvd, jotta se ei ohjaisi oppilaiden ajattelua
seuraavissa lomakkeissa. RMAT-testin tarkoituksena oli antaa luotettava kuva
oppilaiden osaamisesta, jonka perusteella heidét jaettiin tasoryhmiin. Toinen
lomake selvitti oppilaiden muuttujien esittdmistd. Tehtdva 1 muokattiin Staceyn
ja MacGregorin (1997) sekd Hihnalan (2005) k&dyttamén tehtdvdn pohjalta,
tehtdva 2 on sen kanssa samankaltainen. Tehtdvad 3 perustui Hassisen (2006)
tutkimukseen.

Viimeinen lomake selvitti oppilaiden késityksid muuttujan symbolista ja
tuntemattomia lukuja sisdltdvien tehtdvien ratkaisemista. Osa viimeisen
lomakkeen tehtdvistdi muokattiin Hassisen (2006) esittimien Kiichemannin
teorian esimerkkien mukaan. Lomakkeiden 1 ja 2 kysymykset esitetddn
taulukossa 1. Lomakkeet esitestattiin kandidaatin tyossa.

Sekd alkutesti ettd lomakkeet 1 ja 2 tehtiin yhden oppitunnin aikana.
Kaikki oppilaat tekivdat kutakin tehtdvdsarjaa annetun ajan, jonka jidlkeen
tehtdvdsarja kerdttiin pois ja siirryttiin seuraavaan. Ohje annettiin aina
suullisesti, ja kirjallisena se toistui tehtdvdsarjojen alussa. Lomakkeista
maédritettiin oppilaiden osaamistaso.

Eritasoisesti menestyneitd oppilaita (5 tyttdd ja 4 poikaa) haastateltiin.
Haastattelut kestivat 12-28 minuuttia. Haastattelujen tarkoituksena oli
tarkentaa ja syventdd tietoa oppilaiden ajattelusta. Haastattelun tavoitteena oli
myds selvittdd, miten haastattelijan tuki vaikuttaa oppilaiden ajatteluun.
Haastattelu testattiin yhdelld oppilaalla.
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Taulukko 1. Lomakkeiden 1 ja 2 kysymykset

Lomake 1: Muuttujan merkitseminen

1. Miten merkitsisit matematiikan kielelld Jaakon pituuden, kun Jaakko on 10 cm pidempi kuin
Kalle?

2. Miten merkitsisit matematiikan kielell Siljan karkkien méérén, kun hénelld on pussillinen karkkia
ja hin sy karkeistaan viisi?

3. Merkitse tuntematonta lukua haluamallasi tavalla.
Merkitse: Lukuun lisétdan 7.

Saatu tulos kerrotaan kahdella.

Saadusta tuloksesta vahennet&én 4.

Saadusta tuloksesta viahennetédén alkuperdinen luku.
Lomake 2: Kisitys muuttujasta ja tuntemattomia lukuja sisiltivien tehtivien ratkaiseminen

1. Mitd mielestési x voisi tarkoittaa tehtidvéssd x + 6 = 11? Mitd tehtdvéssad pitdd tehda?

2. Mitd mielestdsi 10 y voisi tarkoittaa? Perustele vastauksesi.

3. Mitd mielestdsi 8a voisi tarkoittaa? Perustele vastauksesi.

4. Mitd mielestdsi 2 a + 3 b voisi tarkoittaa? Mit4 a voisi tarkoittaa? Entd b? Perustele vastauksesi.
5. Selvitéd d seuraavissa tehtdvissa:

5+d=12 2=1+d 17=d-2 12=d -3
= d= = =
d+d=4 d-3=5 5=9-d d/2=8

= d= d= =
10=d+5 9-d=6 2-d=16 2-d=4+d
= d= = =

6. Jos 2x + 3y =12, mitd osaat sanoa x:std? Entd y:std? Kerro kaikki mitd osaat sanoa! Perustele
vastauksesi.
7.Jos ¢ + d <10 ja ¢ < d, mitd osaat sanoa d:std? Kerro kaikki mita siitd voit sanoa! Perustele
vastauksesi!

Aineisto analysoitiin sekd madréllisesti ettd laadullisesti. RMAT-testin
menestyksen perusteella oppilaat jaettiin heikkoihin, keskitasoisiin ja taitaviin.
Jatkossa oppilaiden matemaattisella osaamistasolla viitataan juuri tahéan jakoon.

Kiichemann (1981) luokitteli paljon viitatussa teoriassaan oppilaiden
symbolien tulkinnat kuuteen ryhméddn. Luokitus etenee tasoittain kohti
syvdllisempdd ymmarrystd tuntemattomasta. Ensimmadiselld tasolla symbolille
haetaan numeerista arvoa, kuten tehtdvidssa “a + 5 = 8, a = ?” Toisella tasolla
symbolia ei kidytetd, se jdtetddn huomiotta tai sille ei anneta merkitysta.
Kolmanneksi kirjain voidaan kasittdd konkreettiseksi objektiksi tai sellaisen
lyhenteeksi. (Ktichemann 1981.) Talloin esimerkiksi 2a + 5a = 7a voisi tarkoittaa
”“Kun kahteen omenaan lisdtddn viisi omenaa, saadaan 7 omenaa” (Hassinen
2006). Objektitulkinta voi johtaa kasitteellisiin ongelmiin. Jos b tarkoittaa
banaaneja, niin 6b tarkoittaa kuutta banaania, eikd kuutta kertaa tuntematonta
mddrdd banaaneja. Sen sijaan, ettd opetetaan symbolin tarkoittavan jotakin
objektia, olisikin hyodyllisempdd opettaa sen tarkoittavan jotakin mddrad
objekteja. (Kiichemann 1981.)

Neljannelld tasolla kirjain k&sitetddn yhdeksi tuntemattomaksi luvuksi.
Kéasitys voi ilmetd esimerkiksi tehtdvassd “Lisdada 4 lausekkeeseen 3n”.
Haasteena on hyvidksyd, ettd vastaukseksi todella riittdd 3n + 4 eikd enempaa
voida tehdd. Viidenneksi kirjaimen ajatellaan edustavan useita arvoja tai
ainakin sen ymmarretddn voivan saada useamman kuin yhden arvon. Téllainen
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kasitys muuttujasta voi ilmetd esimerkiksi tehtdvassd “Mitd voit sanoa d:std, jos
c +d < 10 ja ¢ < d? Luokituksen ylimmalld tasolla kirjain edustaa
tuntemattomien arvojen joukkoa, ja sithen liitetddn systemaattisuutta.
(Ktichemann 1981.) Tall4 tasolla ei riitd, ettd oppilas ajattelee symbolien saavan
useita arvoja, vaan muuttujatulkinta vaatii myos lukujen keskindisten suhteiden
tarkastelua eli kasitystd riippuvuudesta (Hassinen 2006).

Oppilaiden merkitsemistavat luokiteltiin symbolisiin ja ei-symbolisiin
tapoihin. Ei-symbolisista merkitsemistavoista erottuivat luokat piirros ja
sijoitus, jossa muuttujan paikalla on luku. Symbolisiksi merkitsemistavoiksi
luokiteltiin muuttujan merkitseminen kuviolla ja objektilla, (sanalla tai
lyhenteelld), kysymysmerkilld ja kirjaimella. Merkitsemistapojen luokittelun
jilkeen kullekin oppilaalle maédritettiin symbolin merkitsemisen taso. Taso
madrdytyi oppilaan edistyneimmé&n merkitsemistavan mukaan. Ei-symboliset
merkitsemistavat pddtyivat tdlloin luokkaan “ei kasitystd symbolista” ja
symboliset tavat omiin luokkiinsa. Oppilaiden késitykset muuttujasta ja
tuntemattomien lukumddrien ratkaisemista analysoitiin Kiichemannin
luokitusta kayttden. Symbolin tulkitsemistapojen analysoimisen jdlkeen
maédritettiin oppilaiden symbolien tulkinnan tasot. Oppilaan taso madradytyi
edistyneimméan kidsityksen mukaan. Molemmista lomakkeista eriteltiin
tyypillisid virheitd muuttujien kasittelyssa.

Tulokset

Tavoitteena oli selvittdd viidesluokkalaisten muuttujien kasittelyd ja ohjauksen
vaikutusta oppilaiden muuttujien késittelyyn matematiikassa. Tutkimuksen
pddongelmaa muuttujien kisittelystda selvitettiin kolmella osaongelmalla: 1)
Miten oppilaat merkitsevdat muuttujia? 2) Millainen kasitys oppilailla on
muuttujaa merkitsevdstd symbolista? 3) Miten oppilaat ratkaisevat
tuntemattomia lukuja siséltdvid tehtdvid? Tulokset kasitellddn osaongelmien
mukaisessa jarjestyksessa.

Muuttujien merkitseminen: Oppilaiden merkitsemistavat luokiteltiin ei-
symbolisiin ja symbolisiin merkitsemistapoihin, joista erottui kuusi luokkaa. Ei-
symbolisia merkitsemistapoja ovat piirros, jossa tilanteesta on tehty kuva, ja
sijoitus, jossa muuttujan paikalla on luku. Symbolisia merkitsemistapoja on
nelja: symbolin merkitseminen jollakin kuviolla, objektina, kysymysmerkilld tai
kirjaimella. Kuvioissa 1—3 on esimerkkeji oppilaiden symbolisista
merkitsemistavoista tehtdvassa “Miten merkitsisit matematiikan kielelld Siljan
karkkien midrdin, kun hénelld on pussillinen karkkia ja hin syo karkeistaan viisi?”.

Pussiliinen - 5

& /y
Lone X
AR

Kuvio 1. Esimerkki objekti- ja kuviomerkinnasta
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? - $ ke

Kuvio 2. Esimerkki kysymysmerkin kaytosta

X-5

Kuvio 3. Esimerkki kirjainmerkinnasta

Yleisin ei-symbolinen merkitsemistapa on sijoitus, jota kayttdd
edistyneimpand merkitsemistapanaan 41,9 % oppilaista. Symbolisista
merkitsemistavoista kdytetyin on kirjain, jolla muuttujaa merkitsee 25,8 %
oppilaista. Oppilaiden tavat merkitda muuttujaa esitetdan taulukossa 2.

Taulukko 2. Oppilaiden tavat merkitd muuttujaa lausekkeessa (n = 62)

Merkitsemistapa f %

Ei kykyd merkitd muuttujaa 1 1,6
Ei-symbolinen merkitsemistapa: piirros 3 4,8
Ei-symbolinen merkitsemistapa: sijoitus 26 41,9
Symbolinen merkitsemistapa: kuvio 7 11,3
Symbolinen merkitsemistapa: objekti 5 81
Symbolinen merkitsemistapa: 4 6,5
kysymysmerkki

Symbolinen merkitsemistapa: kirjain 16 25,8
Yhteensa 62 100,0

Hieman yli puolet oppilaista kuvaa muuttujan jollakin symbolilla, joista yleisin
on kirjainmerkintd (25,8 %). Vastaavasti hieman alle puolet, 48,4 % ei merkitse
muuttujaa symbolisesti. Oppilaiden merkintdtavat ovat taulukossa 3.
Muuttujan merkitseminen on tilastollisesti merkitsevdsti yhteydessa
tuntemattomia lukuja sisdltdvien tehtdvien ratkaisemiseen (x?(4) = 11,88, p =
0,02). Erot keskiarvoissa ovat tosin pienid. Heikoiten tuntemattomia lukuja
sisdltavid tehtdvid ratkaisevat oppilaat, joilla eivat merkitse muuttujaa.
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Taulukko 3. Oppilaiden muuttujien merkintdtavat lausekkeessa (n = 62)

Merkitseminen f %
Ei merkitty tuntematonta lukua 30 48,4
Kuvio 7 11,3
Objekti 5 8,1
Kysymysmerkki 4 6,5
Kirjain 16 25,8
Yhteensa 62 100,0

Oppilaiden kisitykset muuttujan symbolista: Oppilaiden symbolien
tulkintatavat jaettiin Kiichemannin luokituksen kuuteen luokkaan. Kullekin
oppilaalle mé&daritettiin symbolintulkintataso edistyneimmaén tulkinnan mukaan.
Oppilaiden symbolien tulkitsemistasot ovat taulukossa 4. Luokkia ’symboli
eliminoitavana’ (taso 2) ja ‘symboli systemaattisena muuttujana’ (taso 6) ei tdssa
aineistossa esiinny. Kaikilla oppilailla on jonkinlainen késitys symbolista.
Suurin osa, 48,4 %, oppilaista kisittdd symbolin arvoksi. Toiseksi yleisin
tulkintatapa on symboli tuntemattomana lukuna (22,6 %). Edistynein kasitys
symbolista on sen kisittaiminen monia arvoja saavaksi muuttujaksi, kuten 21,0
% oppilaista ajattelee. Vahiten esiintyy symbolin tulkitsemista objektiksi (8,1 %).

Taulukko 4. Oppilaiden (n= 62)symbolien tulkitsemistasot (n = 62)

Tulkinta symbolista f %
Symboli arvona (taso 1) 30 48,4
Symboli objektina (taso 3) 5 81
Symboli tuntemattomana lukuna (taso 4) 14 22,6
Symboli yleisend lukuna (taso 5) 13 21,0
Yhteensi 62 100,0

Symbolin tulkinnat ovat yhteydessd muuttujien merkitsemiseen (x2(3) = 9,79, p
= 0,02). Symbolin tuntemattomaksi luvuksi kisittaneet menestyvit parhaiten
muuttujan merkitsemisessd. Heikoiten menestyvdt symbolin objektiksi
kasittdneet. Edistyneimmin symbolin tulkinneet menestyvidt merkitsemisessa
heikommin kuin symbolin tuntemattomaksi luvuksi tulkinneet. Symbolien
tulkitsemistasossa on tilastollisesti merkitsevd ero sukupuolten vililla (U =
318,50, p = 0,02). Tytot menestyvat symbolin tulkitsemisessa hieman poikia
paremmin. Tyttojen tulkitsemistasojen keskiarvo on 3,1 ja poikien 2,1.
Tuntemattomia lukuja sisdltivien tehtdvien ratkaisemisessa oppilaat
menestyvat hyvin. Kaikki tutkittavat 16ysivét tuntemattomalle luvulle oikean
arvon. Oppilaat ratkaisivat 12 yhtdlostd keskimddrin 10,3 tehtdvdd oikein
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keskihajonnan ollessa 1,8. RMAT-testimenestys vaikuttaa tuntemattomia lukuja
sisdltdvien tehtdvien ratkaisemiseen tilastollisesti merkitsevasti (x2(2) = 8,59, p =
0,01). Mitd taitavampi oppilas on matematiikassa, sitd paremmin hén ratkaisee
tuntemattomia lukuja sisdltavia tehtavia.

Virhetyypit oppilaiden muuttujien kaisittelyssa: Melko tyypillistd
tuntemattoman luvun merkitsemisessd on, ettd vaikka oppilas osaa merkitd
tuntemattoman luvun symbolilla, hdn ei my6hemmin kasittele sitd osana
lauseketta, vaan sijoittaa sen paikalle konkreettisen luvun. Né&in toimii
oppilaista 14,5 % (f = 9). Toiseksi yleisin virhe on ajatella saman symbolin
samassa tehtdvassd merkitsevian kahta eri lukua, kuten oppilaista 11,3 % (f = 7)
tekee. On tavallista, ettd tuntematonta lukua merkitdan x:114, kuten myos saatua
tulosta.

Oppilaista 6,5 % (f = 4) ymmartdd symbolin liittyvan paikkajdrjestelméadn,
jolloin esimerkiksi 2a:n ajatellaan tarkoittavan lukua 23, kun a = 3. Tdhan liittyy
myos késitys siitd, ettd esimerkiksi x ei voi tarkoittaa moninumeroista lukua,
kuten yksi haastateltava esittdd: “Se voi olla periaatteessa vain yhdeksdin saakka,
koska siind on vain yksi luku. Jos siind olisi vaikka y ja x, niin sitten se voisi vaikka olla
16.” Kaksi oppilasta liittdd symbolin arvon sen jdrjestyslukuun aakkosissa.
Toisaalta oppilaat mddrittavat symbolin arvon myo6s lukusanan alkuddnteen
perusteella. Esimerkiksi y voi olla yksi tai yhdeksdn tai mikd tahansa muu y-
kirjaimella alkava luku. Tata tulkintaa esiintyy tutkituista 8,1 %:1la (f = 5).

Jotkut oppilaat hapuilevat eri symboleille sopivien arvojen kanssa.
Oppilaan mukaan a:n ja bn tai x:n ja yn tulisi olla eri lukuja. Tiukimman
tulkinnan mukaan a:n olisi oltava b:td pienempi, mikd lienee perdisin
aakkosjdrjestyksestd. Erds oppilas rajoittaa tuntemattoman luvun sopivia arvoja
lausekkeen tunnetun luvun perusteella: “8a voi tarkoittaa jotain muuta lukua
kuin 8”. Lisdksi oppilailla on taipumus rajoittua luonnollisiin lukuihin
maddrittdessddn arvoja symbolille. Hyvin harva oppilas antaa tuntemattomalle
luvulle muita arvoja kuin luonnollisia lukuja, vaikka se olisi luontevaa. Monien
oppilaiden on hankalaa hyvéksyd, ettei saada numeerista vastausta. Heille
algebrallinen lauseke ei riitd vastaukseksi. Kaksi oppilasta ei ymmarra tdysin
yhtasuuruuden merkitysta.

Toisen pddongelman tavoitteena oli selvittdd, miten ohjaus vaikuttaa
oppilaiden muuttujien kasittelyyn. Ongelmaa selvitettiin haastatteluilla. Kaikki
oppilaat kehittivdit muuttujan merkitsemistapaansa joko itsendisesti tai
haastattelijan ohjaamana. Haastattelijan ohjausta suurin osa sovelsi itsendisesti
uudessa merkitsemistavassa seuraavissa tehtdvissd. Haastatteluissa kaikkien
oppilaiden kasitys muuttujasta on korkeampi kuin lomakkeessa. Usein
lisskysymykset paljastivat, ettd oppilaan kirjallinen vastaus ei vastaa todellista
ajattelun tasoa, vaan viittaa alempaan tasoon. Yhtd oppilasta lukuun ottamatta
kaikkien oppilaiden kasitys tuntemattomasta luvusta on monia arvoja saava
muuttuja, joka on Kiichemannin luokituksen viides taso. Yksi oppilas ymmarsi
riippuvuuden tehtdvdssd “Jos ¢ + d < 10 ja ¢ < d, mitd osaat sanoa d:std?” ja
hénet sijoitettiin luokituksen ylimmaille tasolle: ”Jos ¢ olisi vaikka 1, niin silloin d
voisi olla 5. Jos c olisi 2, niin silloin d voisi olla 5. Jos c olisi 3, silloin d voisi olla 5. Jos ¢
olisi 4, silloin d voisi olla 5.”
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Pohdinta

Tdssd tutkielmassa selvitettiin, miten viidesluokkalaiset kasittelevdt muuttujia
matematiikassa. Puolet oppilaista merkitsee muuttujan. Tulos on erittdin
rohkaiseva, kun huomioidaan, ettei oppilaille ole opetettu algebraa. Myos
aiempiin tutkimuksiin suhteutettuna oppilaat menestyivit hyvin. Liséksi
kaikilla tutkituilla on kisitys symbolista. Hieman yli puolet oppilaiden
symbolikasityksistd edustavat Kiichemannin luokituksen kolmea alinta tasoa,
joihin Ktichemannin (1981) ja Hihnalan (2005) mukaan oppilaiden ajattelu usein
viittaa. Vaikka Kitichemann pitdd alimpia tasoja alkeellisina tulkintoina, taman
tutkimustulokset ovat myonteiset, kun huomioidaan oppilaiden ik ja vahdinen
kokemus muuttujista. Tutkielman mukaan oppilailla on hyvit valmiudet
ratkaista tuntemattomia lukuja sisdltdvid tehtdvid, joten oppilaiden
algebrallinen ajattelu on tdltd osin hyvad, ja opetussuunnitelman vaatimukset
tayttyvat. Tulos vahvistaa kasitystd siitd, etteivat pddttelemailld ratkaistavat
yhtdlot tuota oppilaille erityisia hankaluuksia (Schliemann ym. 1998).
Suomalaisnuorilla on kuitenkin ongelmia juuri yhtdloiden ratkaisemisessa
(Kupari & Tornroos 2004). Ongelmat tullevat ilmi vasta, kun yhtdlo vaatii
algebrallista ratkaisua eikd paatteleminen enda riita.

Oppilailla on virheellisia kasityksia muuttujista, mikd on havaittu
aiemmissakin tutkimuksissa. Oppilaat sijoittavat muuttujan paikalle luvun, kun
eiviat kykene kisittelemddn muuttujaa lausekkeessa. Oppilaat antavat saman
tehtdvan samalle symbolille kaksi eri merkitystd. Toisaalta oppilaat rajoittavat
muuttujan arvoja virheellisin perustein. Algebran merkitsemistavat ovat
oppilaille outoja, jolloin he liittdvdt symbolin paikkajdrjestelmédan. Oppilaat
madrittavat symbolille sopivat arvot aakkosjdrjestyksen tai alkuddnteen
perusteella. He ajattelevat yleensd luonnollisia lukuja, vaikka tehtdvan
kontekstiin sopisi esimerkiksi rationaaliluvut. Numeerisen vastauksen
puuttumisen hyvdksyminen on oppilaille hankalaa, eivdtkda he haluaisi
hyvaksyéd algebrallista lauseketta tehtdvian vastaukseksi. Lisdksi puutteellinen
kasitys yhtdsuuruudesta heikentdd oppilaiden valmiuksia algebralliseen
ajatteluun (Christou ym. 2007; Christou & Vosniadou 2005; Duke & Graham
2007; Hassinen 2006; Hihnala 2005; Kiichemann 1981; MacGregor & Stacey
1997, 1999; McNeil & Alibali 2005; Knuth ym. 2008; Stacey & MacGregor 1997.)

Tuen vaikutus oppilaan muuttujien kasittelyyn

Toisena tutkielman tavoitteena oli selvittdd tuen vaikutusta oppilaan
muuttujien kisittelyyn. Kaikki oppilaat kehittivdt haastattelussa muuttujan
merkitsemistapaansa joko itsendisesti tai haastattelijan ohjaamana. Tukea
saaneista oppilaista suurin osa soveltaa uutta merkitsemistapaa itsendisesti
seuraavissa tehtdvissd. Muidenkin tutkimusten mukaan oppilaat kehittavit
joko spontaanisti tai tuettuina merkitsemistapoja muuttujalle (Carpenter & Levi
2000; Schliemann ym. 1998, Warren & Cooper 2005). Oppilaiden tulkinnat
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muuttujasta tdsmentyivat haastattelussa. Kaikkien haastateltujen oppilaiden
kéasitys muuttujasta on keskustelussa tasokkaampi kuin kirjallisissa tehtdvissa.
Yhtd oppilasta lukuun ottamatta oppilaiden kisitykset muuttujasta edustavat
Kiichemannin teorian toiseksi ylintd tasoa ja yksi oppilas ylinta.

Tutkimuksessa ilmeni, ettd muuttujan merkitseminen vaikuttaa
tuntemattomia lukuja sisdltdvien tehtdvien ratkaisemiseen. Algebran oppimisen
helpottamiseksi muuttujien merkitsemistd olisi hyvad harjoitella ennen
yhtédloiden ratkaisemista. Perinteisesti algebran opetus alkaa juuri yhtaloista.
Lisdksi symbolin tulkinnat ovat yhteydessd muuttujan merkitsemiseen.
Symbolin tuntemattomaksi luvuksi kidsittdneet oppilaat menestyvéat parhaiten
muuttujan merkitsemisessd. Heikoiten menestyvdt symbolin objektiksi
késittdneet. Edistyneimmin symbolin tulkinneet menestyiviat merkitsemisessa
heikommin kuin symbolin tuntemattomaksi luvuksi tulkinneet. Tulos viittaa
sithen, ettd symbolin tulkitseminen tuntemattomaksi luvuksi voi olla
aloitteleville algebran opiskelijoille hyvéa tapa tutustua muuttujan kéasitteeseen.
Objektitulkintaa opetuksessa puolestaan ei kannata suosia. Peruslaskutaidot
(RMAT-testi) ovat yhteydessd tuntemattomia lukuja sisdltdvien tehtdvien
ratkaisemiseen. Siis algebran oppiminen vaatii myos aritmetiikan hallintaa.

Tamd tutkielma perustuu Kiichemannin (1981) teoriaan oppilaiden
tavoista tulkita muuttujia. Teoriaa on onnistuneesti kdytetty monissa
tutkimuksissa, joten se on luotettava kehys tdllekin tutkielmalle. On
huomattava, ettd pddtelmadt perustuvat tutkijan tulkinnoille oppilaan
esittdamastd tehtdvan ratkaisusta, eivatkd tulkinnat valttamatta edusta oppilaan
todellisen ajattelun tasoa. Myo6skddn oppilaan kirjallisen tehtdvan ratkaisusta ei
aina ilmene ajattelun taso. Kirjalliset tehtdvét saattavat véadristdd oppilaan
ajattelun tasoa heikompaan suuntaan, silld haastatteluissa ilmeni, ettd kaikki
oppilaat eivdt kirjallisissa tehtdvissd ilmaise todellista ajattelun tasoaan.
Toiseksi on mahdollista, ettd kaikki oppilaat eivdt suhtautuneet tehtdviin
tosissaan ja tehneet niitd huolellisesti, silld moniin tutkimuksiin osallistuminen
heikentdd motivaatiota.

Tutkimuksen luotettavuuden arvioinnissa on huomioitava myos, ettd
tutkittavien luokkien vililld on testimenestyksessd tilastollisesti merkitsevé ero.
Yksi luokista menestyi testeissi muita paremmin. Verrattavat ryhmit
esimerkiksi symbolin tulkitsemissa ovat pienid, mikd on huomioitava tuloksia
yleistettdessd. Ryhmien yhdistdminen olisi piilottanut mielenkiintoisia tuloksia,
joten ryhmid padadyttiin kdsitteleméddn erillisind pienuudesta huolimatta. Myos
tutkimusjoukon pienuus on huomioitava tutkimuksen luotettavuutta
arvioitaessa. Tutkimuksen luotettavuutta parantaa kuitenkin useiden
menetelmien kadyttd niin aineistonkeruussa kuin analyysissdkin. Siten
tutkimuksen pédtelmait perustuvat useisiin menetelmiin.

Rohkeasti algebraa opettamaan

Tutkimus tukee késitystd, ettd viidesluokkalaisilla on algebrallista ajattelua
ennen varsinaista algebran opetusta. Kaikilla oppilailla on késitys muuttujasta,
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ja puolet oppilaista kykenee myts merkitsemddn muuttujan. Tuntemattomia
lukuja sisdltdavien tehtdvien ratkaiseminen sujuu hyvin. Oppilailla on kuitenkin
virhekésityksid, jotka vaikeuttavat algebran oppimista. Jatkossa oppilaiden
ennakkotiedot, niin oppimista helpottavat kuin oppimista hankaloittavatkin, on
huomioitava opetuksessa entistd tarkemmin. Lisdksi ennen opetusta oppilaiden
algebrallista ajattelua tulee tukea ja kehittdd. Tama ei tarkoita sitd, ettd algebran
sisdltojd siirretddn ahtaaseen alaluokkien opetussuunnitelmaan, tai ettd
alaluokilla pidetddn erityisid esialgebran oppitunteja. Esialgebraa voidaan
toteuttaa matematiikan muissa sisdlldissd. Tamdn tutkielman tulokset ja
aiemmat tutkimukset viittaavat siihen, ettd algebran menestyksellinen
oppiminen vaatii ainakin aritmetiikan hallintaa, monenlaisten lukujen
késittelyd, ajattelun laajentamista luonnollisia lukuja pidemmiille ja oikeaa
tulkintaa yhtdsuuruudesta. Algebraan siirryttdessd on kiinnitettivd huomio
muuttujatulkinnan kehittdmiseen, muuttujan merkityksen ymmartamiseen ja
muuttujan merkitsemiseen sen sijaan, ettd typistetddn algebra symbolien
manipuloimiseksi. Nama seikat eivit vaadi muutoksia opetussuunnitelmaan tai
matematiikan tuntimédriin. Sen sijaan huomioimalla viitteet oppilaan
algebrallisen ajattelun rakentumisesta ja oppilaiden ennakkokésitykset voidaan
algebran opetusta kehittdd aiempaa tuloksellisempaan, merkityksellisempddn ja
mielekkddmp&dan suuntaan.
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LUOKANOPETTAJAOPISKELIJAN MATEMATIIKKAKUVAN

ILMENEMINEN LUOKKAHUONEKESKUSTELUSSA

Pro gradu- tutkielma
Riina Harri

Luokanopettajaopiskelija tutki matematiikkakuvansa ilmenemisti opetusharjoittelussa
pitamillddn  kolmella  ensimmdisen  luokan — matematitkan  ja  yhdelld
matematiikkapainotteisella  kdisityon  tunnilla. Tutkimuksen aineisto  kerdittiin
videoimalla oppitunnit. Harjoittelijan tunneilla esittimdt kysymysten muodot ja
funktiot luokiteltiin Myhillin (2006) seki Saksolan ja Tolosen (2009) luokitteluun
lisddmien  luokkien — mukaisesti. Tutkimuksessa  havaittiin  opettajaopiskelijan
matematiikkakuvan ja matematiikan opetuksen vdlilld olevan sekd yhtildisyyksid etti
eroja. Opettaja niyttid toteuttavan omalta kouluajaltaan tuttua menetelmdd; valtaosa
opettajan esittimistd kysymyksisti on suljettuja kysymyksid, joihin hinelld on yksi
ennalta tietimd oikea vastaus. Toisaalta opettaja esittid myods kysymyksid, joihin
vastatessaan oppilas perustelee tekemiddn pditelmid. Tutkimus tihtdd tutkijan
opettajuuden kasvun ja kehityksen tukemiseen. Tutkimuksella pyritidn kannustamaan
opettajia oman tyonsi tarkasteluun. Lisiksi tyolli pyritidn panostamaan opettajan
puheen ja kysymysten sekd vuorovaikutustilanteiden tutkimiseen.

Johdanto

Peruskoulussa matematiikan oppimisessa on tdrkedd matematiikan
verbalisointi eli kielentdminen. Silld tarkoitetaan oppilaan kykyd mm. puhua
matematiikasta (Joutsenlahti 2003a; IImavirta 2003). Kuten Aarnos ja Perkkila
(2007) toteavat, matematiikan ja kielen suhde on monimutkainen. Mielestédni on
olennaista  oppia  keskustelemaan matematiikasta jo matematiikan
oppimispolun alkuvaiheessa - siis alkuopetuksessa. Lindgrenin (1990) mukaan
ulkoinen materiaali ja &ddneen ajatteleminen ovat tadrkeitd erityisesti
matemaattisen toiminnan kehittymisen alkuvaiheissa. Vuorovaikutuksen
kautta oppimista eli ideoiden vaihtamista ja vertailua sekd toisten lasten
havainnoimista voidaan myo6s pitdd osana matemaattista ajattelua. Lapsen
ndkemys ldhestyd matemaattisia tehtdvid laajenee, kun hdn oppii tekemddn
kysymyksié ja keskustelemaan matemaattisista ongelmista (Aarnos & Perkkila
2007; Piaget 1988; Fisher 1995).

Kokemukseni mukaan matematiikan opetuksessa opettaja kaytti usein
kysymyksid, joihin hdnelld on ennalta tietdma yksi oikea vastaus. Kokemukseni
vastaa tutkimustuloksia (Edwards & Mercer 1987; Mercer & Dawes 2008;
Perkkilda 2002.) Oppilaalle ei jadnyt tilaa tuoda esiin omia ajatuksiaan tai
aloitteitaan. T&lloin oppiaineena matematiikka ndyttaytyi erehtymaittoméana
tieteend (ks. myos Kupari 1999). Opetusharjoittelussa syksyllda 2009 syvennyin
tarkastelemaan matematiikkakuvaani. Siind tapahtuneiden muutosten jilkeen
olen Malatyn (2009) kanssa yhtd mieltd siitd, ettd matematiikka ei ole
suoritustapa vaan ajattelutapa. Malatyn mukaan esimerkiksi toisen asteen
yhtdlon yleisratkaisu esitetddn usein koulussa nimelld kaava, vaikka tosiasiassa
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se on lause, joka saadaan toisista lauseista esittamalld todistus. Ratkaisu
harjoitteleminen. Sitd ei voida nimittdd opetukseksi ja sitd, mitd he opiskelevat
ei voida nimittdd matematiikaksi, ja se on kaukana matemaattisesta ajattelusta.
(Malaty 2009.) Ohjatessaan oppilasta kohti oikeata vastausta oppilaalla ei ole
tilaa tehdd omia oivalluksia ja keskustelu on rajoitettua (Bauersfeld 1988).
Opettajien on vaikeaa siirtyd pois tdstd tavasta. Ymmartddkseen erilaisten
harjoitusten toimivuutta, opettajan tdytyy ensin ndhda niiden hyoddyt ja syyt,
miksi ne kannattavat.

Brodien mukaan (2008, 34) erds wuudistuneen (reform-oriented)
matematiikan opetuskdytdnnon avaintekiji on valita tehtdvid, jotka
mahdollistavat  kaisitteellisen  ajattelun, argumenttien perustelun ja
kommunikoinnin matemaattisista ajatuksista. Myos Joutsenlahti (2003b) esittdd
samantapaisia huomioita perdtessddn matematiikan kielentdmisen merkitysta
opetuksessa.

Tahdon antaa oppilailleni mahdollisuuden ymmartdd, mitd
matematiikka on. Malatya (2003, 49) lainatakseni, alkuopetuksesta ldhtien
pitdisi matematiikan tunneilla opettaa oikeata matematiikkaa. Kuten saada
oppilaat oppimaan, ettd matematiikan kauneudesta voidaan nauttia. Olennaista
on tuoda esille se tosiasia, ettd matematiikkaa on kaikessa (ks. Malaty 1997).
Siksi tutkin, miten opetin matematiikkaa ja millaisena matematiikka nayttaytyi
pitdmillani tunneilla. Opetusharjoittelussa sain mahdollisuuden tutustua
Varga-Neményi -menetelmdn periaatteisiin. Mielestini menetelméa tarjoaa
mahdollisuuden rikastuttaa matematiikan opettamista ja oppimista.

Tutkimus on tapaustutkimus, jossa aineiston keruumenetelmaéksi valitsin
videoinnin sen monipuolisuuden takia. Tutkimuksen tehtédvé ei ollut arvioida
opetusharjoittelussa tapahtunutta opetuksen hyvyyttd tai huonoutta. Sita
vastoin tavoitteena oli tutkia, miten matematiikkakuvani ilmeni esittimissiani
kysymyksissd ja luokan vuorovaikutuksessa. Tutkimuksen tavoite oli kasvaa ja
kehittyd oman tyon tutkijana. Vastauksia etsittiin seuraaviin kysymyksiin:

1.Miten opettajaopiskelijan esittdmien kysymysten muodot ja
funktiot jakaantuvat?

2. Mill4 tavalla opettajaopiskelija kdyttdd kysymyksid?

3. Esittavatko oppilaat kysymyksid luokkahuonekeskustelun aikana?

Naihin kysymyksiin saatuja vastauksia tarkastellaan tutkijaopettajan matema-
titkkkakuvaan verraten.

Matematiikkakuva sekd kysymyksen muoto ja funktio

Tassda artikkelissa tutkimuksen teoreettisena viitekehyksend toimivat
matematiikkakuva Pietilin (nyk. Laine) (2002) maddritelmdn mukaisena ja
Myhillin (2006) malli kysymysten luokittelusta Saksolan ja Tolosen (2009) sithen
tekemien lisdysten mukaisena.
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Matematiikan opettajaa koskevaa tutkimusta tehtiin 1990-luvulle saakka
verraten viahan. Se kuitenkin voimistui nopeasti erityisesti opetukseen liittyvien
uskomusten tutkimisen myotd. (Kupari 1999.) Opettajankoulutuksessa tulisi
huomioida opiskelijoiden matematiikkakuva, silld se toimii ikddn kuin
suodattimena opiskelijan ajattelussa hdnen osallistuessaan opintoihin
(Pehkonen 1998).

Matematiikkakuvaan liittyvilld késitteilld ei ole yhteisesti hyvaksyttyja
maddritelmid (ks. esim. Pajares 1992). Eri tieteenalojen ja tutkijoiden méaaritelmat
saattavat poiketa toisistaan tai olla osittain pddllekkdisid. Ndin ollen
matematiikkakuvaa kaisittelevien tutkimusten vertailu on vaikeaa. Erilaisten
kasitteiden  pddllekkdisyys ja runsaus kertovat —matematiikkakuvan
hahmottamisen vaikeudesta. (Pietilda 2002.) Té&ssda matematiikkakuva
maédritellddn Pietildn (2002) véitoskirjassaan esittaman mallin mukaisena.

MATEMATIIKKAKUVA
Tieto Uskomukset Tunteet
Kasitykset Asenteet

Kuvio 1. Matematiikkakuvaan liittyvit osa-alueet Pietildn (2002) mallia
mukaillen

Pietila (2002) maddrittelee matematiikkakuvan muodostuvan  yksilon
subjektiivisesta tiedosta ja tunteista, joihin liittyvdt hdnen asenteensa,
uskomuksensa ja kdsityksensd matematiikasta. Matematiikkakuvan osa-alueet
lomittuvat yhtendiseksi kokonaisuudeksi.

Pietild jakaa (2002) matematiikkakuvan edelld mainittujen osa-alueiden
lisdksi kahteen komponenttiin: 1) kuvaan itsestd matematiikan oppijana ja
opettajana ja 2) kuvaan matematiikasta ja sen opettamisesta. Kaasilan ym.
(2004) mukaan edellinen komponentti on etupddssa affektiivinen (arvioiva),
kun taas jdlkimmdinen komponentti on voittopuolisesti kognitiivinen
(rakenteellinen). Komponentit rakentuvat tiedosta, tunteesta, uskomuksista,
késityksistd ja asenteista.

Luokanopettajaopiskelijan matematiikkakuva ennen ja jilkeen
aineopintojen

Pietild (2002) toteaa, ettd saamastaan koulutuksesta huolimatta opettajat
palaavat opetuksessaan omalta kouluajalta tuttuihin menetelmiin (ks. myos
Hihnala 2005). Tietoisuus kaytettyjen menetelmien luonteesta lisdantyy
reflektoimalla: millaisia kysymyksid opettaja esittdd ja vastaavatko ne
opettajaopiskelijan matematiikkakuvaa (taulukko 1).
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Matematiikkakuvan selkiyttdmisen tukena tdssd tutkimuksessa kaytettiin
matematiikan eri aspekteja, joiden kautta matematiikan oppimista voidaan
lahestyd. Pehkosen (1995) mukaan on olemassa neljd aspektia: laskenta-aspekti,
jossa matematiikka ndhdddn ldhinnd laskennoksi; systeemiaspekti, jossa
merkitys 16ytyy todistuksista; prosessiaspekti, jossa merkitys seuraa suoraan
kehityksestd ja sovellettavuusaspekti, jossa matematiikalla on merkitystd sen
sovellettavuuden takia (vrt. myos Torner & Grigutch 1994; Kupari 1999).
Taulukkoon 1 on koottu Pietildn (2002) jakamien kahden komponentin mukaan,

opettajaopiskelijan matematiikkakuva

aineopintojen.

ennen

ja jdlkeen matematiikan

Taulukko 1 Opettajaopiskelijan matematiikkakuva ennen ja jalkeen
matematiikan aineopintojen

Opettajaopiskelijan
matematiikkakuva ennen
matematiikan aineopintoja (60 op.)

Opettajaopiskelijan matematiikkakuva
matematiikan aineopintojen (60 op.)
jalkeen

1. kuva itsesta
matematiikan
oppijana ja opettajana

a) matematiikkaan
liittyvét tavoitteet ja
motiivit

b) tunteet
matematiikkaa
kohtaan

¢) arvio omista
kyvyista
matematiikan
opiskelussa

2. kuva
matematiikasta ja sen
opettamisesta

a) miten
matematiikkaa
opitaan

b) miten
matematiikkaa
opetetaan

Oppijana luokanopettajaopiskelija
oli hieman tylsistynyt, tunnollinen
suorittaja

Tavoitteena oli saada tehtdvit
valmiiksi ja suoriutua hyvin
arvosanoin kokeesta

Matematiikka oli tylsdd saman
algoritmin tai kaavan toistamista.

Toisaalta matematiikka oli kivaa,
koska opettajaopiskelija koki
osaavansa laskea

Samaa algoritmia tai kaavaa
toistamalla suoriutui tehtdvistd ja
sai hyvid arvosanoja
matematiikasta

Matematiikka oli laskemista ja
suorittamista sekd oppikirjan
tehtdvien tekemisté (ks. laskenta-
aspekti)

Matematiikkaa opittiin laskemalla
ja mekaanisesti samaa kaavaa
toistaen

Matematiikkaa opittiin opettajan
esityksen ja kyselyn kautta.

Opettajan esittamad algoritmia
toistettiin oppikirjan
laskuteht&vissa

Opettajaopiskelija on innokas etsimédan uusia
ndkokulmia matematiikan maailmasta ja
tarkastelemaan matematiikan oppimista eri
aspekteista késin

Oivaltaa ja ymmartdd matematiikan
oppimista kaikista sen eri aspekteista kisin

Eraanlainen tuska, koska matematiikkaa on
haasteellista opettaa matematiikkakuvassa
tapahtuneiden muutosten mukaisesti.

Toisaalta ilo siitd, ettd ovi matematiikan
maailmaan on raollaan

Epédvarmuus omista kyvyistd johtavat
epdvarmuuteen opettamisen osaamisesta
toisaalta varmuus siitd, ettei kaikkea voi
tdysin koskaan osata tekee opettamisen
mielenkiintoiseksi

Matematiikkaa on kaikkialla.

Opettaminen on mielenkiintoista ja
haastavaa (sis. kaikki eri oppimisen aspektit)

Laskemisen lisdksi matematiikkaa opitaan
aktiivisesti toimimalla ja keskustelemalla
erilaisista ratkaisutavoista seka
perustelemalla padtelmia

Kayttden monipuolisesti erilaisia
tydtapoja, joissa oppijalla on aktiivinen
rooli
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Opettajaopiskelija oli kiltti laskija, jolle matematiikka oli tehtdvien tekemistd ja
algoritmista toistamista, laskenta-aspektin mukaista oppimista. Algoritminen
toistaminen ei vaadi yhtd korkeatasoista ajattelua kuin ei-algoritminen (ks.
myo6s Brodie 2008). Algoritmien toistaminen teki matematiikasta aika helppoa,
mutta tunteet matematiikkaa kohtaan olivat sekd kielteiset ettd myonteiset.
Kielteisid tunteita heratti kaavamaisuus ja myonteisid tunteita parjaaminen.

Matematiikkaan ei kuulunut oppilaiden keskindinen keskustelu
matematiikasta, vaan puhetta johti opettaja esittdvilld opetuksellaan ja
kysymyksillaan. Alusta alkaen opittiin kalastamaan oikeita opettajan haluamia
vastauksia. Lukiossa tehtdvid yhdessd vertaisten kanssa laskiessa
opettajaopiskelija alkoi oivaltaa samalla tehtdvilld voivan olla enemmaén kuin
yksi oikea ratkaisutapa. Siihen mennessd erilaisista ratkaisustrategioista ja
ratkaisuvaihtoehdoista ei puhuttu: painotettiin yhtd oikeaa tapaa ratkaista.
Lukiossa tehtdvien yhdessd tekemisestd oli hyodtyd ja merkittdavimmat
oppimiskokemukset syntyivit kokemuksista: “Ai sdd ajattelet noin, niin voihan
sen niinkin ajatella.”.

Keskustellessa vertaisen kanssa kasitykset vastausstrategioista laajenivat.
Kuitenkin vasta yliopistossa matematiikan historian kurssilla syntyi aavistus
siitd, mitd kaikkea matematiikka on. Aiemmin yliopisto-opintojen viitoittamana
opiskelija ~ tutustui  matematiikan  oppimiseen  systeemiaspektin  ja
prosessiaspektin  kautta. Sovellettavuusaspekti jdi pinnalliseksi johtuen
teoriapainotteisista tehtdvistd ja opiskelijan vajavaisista opiskelustrategioista.

Opintojen aikana opetusharjoitteluissa ja vahdisid sijaisuuksia tehdessa
pidetyilldi matematiikan tunneilla opettajaopiskelijasta tuntui, ettei oma
matematiikkakuva ndakynyt opetuksessa. Matematiikka tuntui olevan muutakin
kuin mekaanista suorittamista, mutta tyokalut muunlaisen opetuksen
toteuttamiseen puuttuivat.

Aineenhallinta ja suoritetut matematiikan opinnot eivit ndyttdneet
siirtyvan opetukseen (ks. myds Cooney 1999). Opettajaopiskelijan oivallus
syntyi tuntiessa erddnlaista epamddrdistd tuskaa hdnen pitdessddn
matematiikan tunteja ennen syksyn 2009 opetusharjoittelua. Tuntui, ettd opetus
ei sisdltanyt sitd, milld saisi matematiikan eri ulottuvuuksia esiin. Arkieldima on
pullollaan matemaattisia ongelmia, mutta opettajaopiskelijan kokemuksen
mukaan koulumatematiikka ei juuri korosta ja luo yhteyksid koulun
ulkopuolelle tai ulotu oppijan omakohtaisiin kokemuksiin. Erds kanava, joka
auttaisi rikkomaan koulumatematiikan rajoittuneisuutta, on oppiainerajojen
rikkominen ja oppiaineiden integrointi. Tutkimusaineistossa on mukana yksi
oppitunti kasityonjaksolta, johon on integroitu matematiikkaa.

Opettajaopiskelija asetti syksyn 2009 opetusharjoittelun tavoitteeksi
opettaa matematiikkaa muuttuneen matematiikkakuvan mukaisesti. Toinen
tavoite oli lisdtd varmuutta omien ajatusten oikeellisuudesta. Varmuus omien
ajatusten oikeellisuudesta auttaa opettajaa yrittdméadn ja pysymdan kannassaan
haasteista huolimatta.
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Kysymyksen muoto ja funktio

Opettajaopiskelijan esittamat kysymykset luokiteltiin Myhillin (2006) mallin
(factual), avoimiin (open), prosessi (process) sekd tunnin jdrjestykseen ja
organisointiin liittyviin hallinta (procedural) kysymyksiin. Suljetut kysymykset,
joihin on olemassa yksi opettajan ennalta tietdma ja hakema vastaus, eivat vaadi
oppilaalta korkeatasoista ajattelua (Myhill & Brackley 2004). Avoin kysymys on
avain oppilaan ajatteluun ja kokemusmaailmaan. Se on haasteellisempi
oppilaalle ja vaatii kognitiivisia toimintoja, ajattelua ja pdattelyketjua.
Avoimeen kysymykseen vastatessaan oppilas tuo esiin omia kokemuksiaan ja
merkityksidan. Prosessikysymykset liittyvit oppilaiden ajattelun selittdmiseen
ja oppimisprosessiin (ks. myos tiedustelukysymykset (probing) Sahin & Kulm
2008). Tunnin jdrjestystd ja organisointia koskevia kysymyksid voisi my0s
kutsua toimintakysymyksiksi. Nimensd mukaisesti ne ohjaavat tunnin
toiminnan kulkua. (Myhill 2006.) Lisdksi kysymysten muotoryhmaééan lisittiin
Saksolan ja Tolosen (2009) tutkimuksessaan kdyttimad luokka: muut
kysymykset. Tahdn luokkaan liséttiin sellaiset kysymykset, jotka eivéat olleet
selkedsti suljettuja tai avoimia.

Taulukko 2 Kysymysten muodot (Myhill 2006; Saksola & Tolonen 2009)

Kysymyksen muoto Kuvaus Esimerkit

Onko silld kuviolla kolme kulmaa?
Kysymykset, joihin esitt&jélld on ennalta

Suljettu tiedetty vastaus Onko sielld kuvioita, joilla on kaksi
kulmaa?
Kysymykset, joiden esittdjilld ei ole ennalta
Avoin tiedettyé vastausta Miten mielestési voisit jakaa ne kahteen
ryhméaan?
ovat usein mielipiteitd, hypoteeseja tai ideoita
) ) Miksi ei niitéd ole taalla? (Kuvioita, joilla
Prosessi Kysymykset, jotka edellyttivit vastaajaa on yksi tai kaksi kulmaa.)
esittimadn perusteluita ajattelulleen
Miksi ne ovat monikulmioita? (jatkuu)
Toiminta Kysymykset, jotka liittyvét oppitunnin Oppilas 8 naetks kuvion?
jérjestyksen ja organisoinnin yllapitoon Huijasitko sina?
Kysymykset, jotka eivét sovi muihin luokkiin,
vastataan usein viittaamalla. Kuinka moni kirjoitti siihen suora?
Muut
Lisdksi tassd tutkimuksessa ne kysymykset, Missé olet ollut valitunnin aikana?

jotka liittyvit koulun sddntéjen noudattamiseen

Toisin kuin usein ajatellaan, suljettu kysymys ei vilttamattd ole yhtd kuin
huono kysymys. Kysymyksen muoto ja funktio yhdessd kertovat paremmin
kysymyksen toimivuudesta.
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Myhill jakaa (2006) kysymyksen funktiot yhteentoista eri luokkaan:
luokan hallinta (class management), faktojen esille tuonti (factual elicitation),
vihjeiden anto (cued elicitation), harjoittelu (practising skills), sisdllon kokoaminen
(building on content), ajattelun rakentaminen (building on thinking), kertaus
(recapping), aikaisemman tiedon selvittdminen (checking prior knowledge),
sanaston kehittdiminen (developing vocabulary), ymmaérryksen selvittdiminen
(checking understanding) ja oppilaan reflektion kehittdminen (developing
reflection). Tassd tutkimuksessa lisdttiin kaksi ylimaardistd luokkaa kysymysten
funktioryhmddn, koska Saksolan ja Tolosen tapaan (2009) osa aineiston
kysymyksistd sopi paremmin ndihin kahteen lisdttyyn luokkaan. Lisdtyt

kysymysten funktiot ovat aktivointi ja pumppaus (Saksola & Tolonen 2009).

Taulukko 3 Kysymysten funktiot (Myhill 2006, Saksola & Tolonen 2009)

Kysymyksen Kuvaus Esimerkit

funktio

Hallinta Luttyy tunnin organisointiin ja jarjestyksen Nietteks kaikki sen kuvion tuolla taululla?
yllapitoon

Fakta Tavoitellaan opettajan ennalta tietdim&& vastausta ~ Mikd meilld tdssd on?

Vihje Johdattaa oppilas vastaukseen Entéd se missé sun kirja on?

Sisallon Tehdi yhteenveto oppitunnin aiheesta (Ei esiin t aineistossa.)

kokoaminen y PP tyny ’

Ajl;:ttelun Edellyttaa oppilailta ksitteellista ajattelua, Mitd me tarvitsemme?

rakentuminen ; ;
johdattelee atheessa eteenpain Miksi olen laittanut sinne ndin?

Kertaus o . s Eilen kdvimme jotakin lapi. Laitoimme puuhun
Kerrata asia, joka on kayty lapi muotoja. Mink mukaan?

Harjoittelu Edellyttda oppilasta harjoittelemaan strategiaa tai ~ Miten saat neliostd piirrettyd hyvin nelion?
taitoa (jatkuu)

Aikaisempi tieto Selvittss, mitkd ovat oppilaiden Mité eroa huomaat néissé kuvioissa?

Sanaston harjoittelu

ennakkokisitykset

Testata oppilaiden kisitteellistd taidon hallintaa

Mihin sind laittaisit timdn muodon? (Jatkuu)

Miti tdssd on viisi?

Ymr'narr}{ksen Laz.ijentaa ymmaértamisté ja tarkistaa, mitd on Miksi se ei mennyt oikein?
kehittyminen opittu

Refl'ektxog Edellyt.ta.a oprla?ta P.(iht’lmaan, millaisia (Ei esiintynyt aineistossa.)
kehittyminen strategioita han kayttad

Aktivointi Aktivoida oppilas osallistumaan tunnin kulkuun ~ Kuinka moni kirjoitti sithen suora?
Pumppaus Keriti lisdd tietoja, huomioita ja ajatuksia Ja mitd muuta?

Kaikkia kysymysten funktioluokkia ei esiintynyt tutkimuksen aineistossa.
Funktioluokat reflektion kehittyminen ja sisdllon kokoaminen eivét esiintyneet
tutkimuksen aineistossa. Ne kuitenkin pidettiin mukana tutkimuksen aineiston
analyysissa, koska ndiden Kkysymysten funktioluokkien puuttuminen
tutkimusaineistosta sisdltyi tutkimustuloksiin.

Tutkimuksen lihestymistavat ja luotettavuuden arviointia

Tutkimuksen tarkoituksena
matematiikkakuvan ilmenemista

oli tutkia luokanopettajaopiskelijan
luokkahuonekeskustelussa. Tietoa oli
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luontevaa etsid sieltd, mistid sitd voidaan saada, siis matematiikkaa sisaltavalta
oppitunnilta koululuokasta. Tapaustutkimus yksityiskohtaista ja intensiivista
tietoa yksittdisestd tapauksesta (Patton 2002; Hirsjarvi ym. 2007, 130-131).
Tapaustutkimukselle on tyypillistd, ettd kohteeksi valittua yksilod tai ryhmad
tutkitaan yhteydessd ymparistoonsa eli luonnollisissa tilanteissa (Hirsjarvi ym.
2007).

Tapaustutkimuksessa tutkija on mukana koko persoonallisuudellaan,
jolloin tutkimus on arvosidonnaista eli tutkijan arvomaailma on yhteydessa
ndkemykseen, jonka tutkija muodostaa tutkittavasta ilmitsta (Syrjala ym. 1994).
Tutkimuksessa toimin sekd tutkimuskohteena ettd tutkijana, joten vaikutin
ndkemykseen tutkittavasta ilmiostd. Toisaalta tutkimusaiheen kannalta oli
mahdotonta ja osittain tarpeetonta pyrkid olemaan vaikuttamatta. Tutkimuksen
tavoite oli kehittyd oman tyon tutkijana. Sen tdhden pyrin vilpittomasti
mahdollisimman  todenmukaiseen = kuvaukseen = matematiikkakuvani
tarkastelussa, sekd sen ilmenemiseen opetuksessa.

Tutkimuksen aineisto kerédttiin  videoimalla opettajaharjoittelijan
opetusharjoittelutunteja peruskoulun ensimmdisessd luokassa syksylla 2009.
Videointi on tehokas ja monipuolinen kayttdytymisen taltiointimenetelma
(Jacobs, Hollingsworth & Givvin 2007). Videoinnilla voidaan taltioida kuka
sanoi ja kenelle. Se on hyvin yksityiskohtaista ja tarkkaa puheen taltiointia.
Videon voi pysédyttad, kelata ja katsoa uudestaan. Taltioitu materiaali on rikasta
ja monipuolista, silli se tallentaa myos non-verbaaliset eleet ja ilmeet.
Mahdollisuus tarkastella eleitd ja ilmeitd lisdsivat sekd kysymysten luokittelun
ettd vuorovaikutuksen rakenteen analysoinnin luotettavuutta. Hirsjarvi ym.
toteavat (2007), ettd tulosta voidaan pitdd reliaabelina, jos kaksi henkil6ad tulevat
samanlaiseen tulokseen. Tutkimuksen aineiston analyysin luotettavuutta olisi
voitu lisatd kayttamallad tutkijatriangulaatiota.

Tulokset

Opettajaharjoittelijan matematiikkakuvan ja oppituntien aikana héanen
esittdmien kysymysten muotojen ja funktioiden vélilld voidaan todeta olleen
sekd yhtéldisyyksid ettd eroja. Sahinin ja Kulmin (2008) tutkimuksen kanssa
yhtenevdisesti opettaja esitti paljon kysymyksid luennoinnin (opettajan esitys)
sijasta. Oppilaat esittivdt ainoastaan sellaisia kysymyksid, jotka koskivat
pddosin tehtdvan antoa ja opettajan antamien ohjeiden tarkennusta.
Opettajaopiskelija esitti eniten muodoltaan suljettuja kysymyksid neljalla
oppitunnilla 77,7 %, 50,9 %, 59,2 %, 83,7 % kaikista kysymyksistd. Toisen tunnin
suljettujen kysymysten pienemmaéan madrdn (50,9 %) syyksi paljastui yhteinen
harjoitus. Sen aikana oppilas esitti suljettuja kysymyksid mallintaen opettajan
antamaa esimerkkid, millaisia kysymyksid esitetddn. Opettajaopiskelija esitti
funktioiltaan faktakysymyksia 62,8 %, 31,6 %, 36,7 % ja 48,8 % neljan
oppitunnin aikana.

Merkittavaa on oppituntien avointen kysymysten vahdinen maard, 2,1 %,
88 %, 0,7 % ja 2,0 %. Toisaalta opettajaopiskelija esitti paljon perusteluita



49

vaativia prosessikysymyksid 14,9 %, 15,8 %, 26,5 % ja 12,2 % neljan oppitunnin
aikana. Taulukossa 4 on yhteenveto kysymysten muotojen ja funktioiden
jakaantumisesta neljaltd oppitunnilta.

Taulukko 4. Yhteenveto kysymysten muotojen ja funktioiden jakaantumisesta
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Taulukon 4 mukaan opettaja esittdd kysymyksid jokaisella tunnilla
samantyylisesti. Eniten han esitti muodoltaan suljettuja (66,3 %) ja funktioltaan
fakta (44,7 %) kysymyksia.

Opettajaopiskelijan perusteluita vaativat miksi -kysymykset saattoivat
ilmentdd yhtenevdisyyttd opettajaopiskelijan matematiikkakuvan ja opetuksen
vdlilla. On mahdollista, ettd opettaja tavoitteli lapsen kuvausta, miten han
ajatteli tehtdvad suorittaessaan. Ndin opettaja saa tietoa lapsen ajattelusta. (ks.
esim. Nevalainen, Juvonen-Nihtinen & Lappalainen 2004.)

Opettaja ndyttdd esittdvan kysymyksid kalastaakseen yhden oikean
vastauksen. Tdlloin on vaarana, ettd matematiikka ndyttaytyy erehtyméattomana
tieteend, jossa jokaiseen tehtdvddn on yksi oikea vastaus, sen sijaan, ettd
tarkasteltaisiin erilaisia ratkaisuvaihtoehtoja.

Lukuun ottamatta toisen tunnin yhteistd harjoitusta, oppilaat eivét
esittdneet oppitunnin tavoitteisiin liittyvid kysymyksid luokkahuone-
keskusteluiden aikana. Sen sijaan muutamat oppilaat esittivdt omia
huomioitaan. Opettaja jatti huomioimatta ne mahdollisesti sen takia, etteivét
oppilaat viitanneet. Kuitenkin on mahdollista, ettd ndin toimiessaan opettaja
sivautti oppilaiden omat kokemukset ja havainnot késiteltdvdstd aiheesta.
Sivuuttamista voidaan selittdd myos opettajan kokemattomuudella tarttua
oppilaiden esittdimiin huomioihin, joihin opettaja ei ole ennalta varautunut.
Lisdksi opetus-, jaksosuunnitelman sekd oppitunnin tavoitteissa pitdytyminen
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saattoivat luoda rajoitteita ja opettajaharjoittelija eteni tdyttddkseen nama
tavoitteet (ks. Myhill 2006; Sahin & Kulm 2008).

Tulokset kertovat opettajaharjoittelijan matematiikkakuvan ja opetuksen
vilisen eron olemassaolosta. On kuitenkin syytd huomata, ettd ei ole méaéritelty,
millaisia opettajan esittdmien kysymysten tulisi olla (Myhill 2006). Hyvan
opetuksen kannalta ei ole asetuksia, kuinka paljon opettajan tulisi oppitunnin
aikana esittdd esimerkiksi avoimia tai suljettuja kysymyksid. Toisaalta
tutkimuksen tarkoitus ei ollut selvittdd opetuksen hyvyyttd tai huonoutta.
Tavoite oli tarkastella luokanopettajaopiskelijan  matematiikkakuvan
ilmenemistd hdnen esittdmissddn kysymyksissd ja luokan vuorovaikutuksen
rakenteessa. Yhtd lailla on mahdotonta madaritelld tarkasti, miten opettajan
esittdmien kysymysten tulisi jakaantua, jotta hdnen matematiikkakuvansa
ilmenisi niissd. Sen sijaan voidaan esittdd tulkinta ja tehdad johtopadtoksia
valitun teoreettisen viitekehyksen perusteella.

Tulosten mukaan opettajaopiskelijan matematiikkakuvan ja hénen
esittdmien kysymysten vililld on myos eroavaisuuksia, jotka opettajaopiskelija
huomioi opetusta kehittdessadan.

Pohdintaa ja jatkotutkimusmahdollisuuksia

Tutkimus toimi ponnahduslautana sekd matematiikkakuvani ettd puheen
merkityksen tarkastelulle opettajan tyossdni. Matematiikkakuvani muuttui
mahdollisesti paitsi opiskeluaikanani my®os tutkimusprosessin aikana. Tulin
tietoisemmaksi sen eri osa-alueista, mahdollisista vaikutuksista matematiikan
opetukseen ja lisdksi kasitykseni matematiikasta laajentui. Kuten Kaasila ym.
(2004) toteavat, opiskelijoiden on tdrkedd huomata, ettd matematiikkaa pitdisi
opiskella koulussa eri tavalla kuin opiskelijoiden omana kouluaikana. Kupari
(1999) painottaa opettajan omien uskomusten tiedostamisen tdarkeyttd opetusta
muutettaessa. Uskomukset vilittyviat myos puheen kautta. Sitd voidaan tutkia
tarkastelemalla  opettajan  matematiikkakuvan  ilmenemistd  luokassa
tapahtuvassa puheessa, kuten tdssa tutkimuksessa tehtiin.

Mielestani matematiikkaa on kaikkialla. Laskemisen lisdksi sitd opitaan
aktiivisesti toimimalla ja keskustelemalla erilaisista ratkaisutavoista. Kuitenkin
kuten aiemmat tutkimukset osoittavat, myos tdamén tutkimuksen tulosten
mukaan opettaja osittain palasi omalta kouluajaltaan tutun menetelman
kayttoon. Valtaosa esittamistdni kysymyksistd oli ndet kysymyksid, joihin oli
yksi oikea vastaus. (ks. mm. Hihnala 2005; Pietilad 2002.)

Tulevaisuudentavoitteeni on kehittdd myos sellaista matematiikkakuvani
kanssa yhtenevdiistd opetusta, jossa oppilaat tuovat esille omia merkityksidan ja
yhdessd rakentavat ratkaisuja opettajan esityksen tai puheellaan johdattelun
sijasta, kuten useiden tutkimuksien mukaan opettajien on todettu tekevan
(Myhill 2006; Mortimer & Scott 2003; Mercer & Dawes 2008; Broadie 2008;
Perkkilda 2002). Se luonnollisesti edellyttdd paitsi pienempdd opettajan
esittdmien kysymysten mddrdd myos muodoltaan suljettujen ja funktioltaan
taktakysymysten vidhdisempdd osuutta. Mielenkiintoista olisi my6s tutkia,
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millaisia mahdollisuuksia Varga-Neményi -menetelmd tarjoaa opettajan
matematiikkakuvan ja esitettyjen kysymysten johdonmukaistamiseksi.
Harjoittelun antaman myonteisen kokemuksen pohjalta aion syventya
menetelmddn lisdd ja sisdllyttdd sen periaatteita opetuksessani. Toivon myos
saavani mahdollisuuden kdydd vuoropuhelua menetelmdd kayttdvien
opettajien kanssa.

Vastaisuudessa ~ olisi ~ mielenkiintoista  selvittdd = muuttuvatko
matematiikan oppitunnilla esittdmieni kysymysten (muotojen ja funktioiden)
méadrd. Talloin tastd tutkimuksesta tulisi pitkittdistutkimuksen ensimmdinen
vaihe. Tutkijat ovat todenneet opettajan taipuvaisuuden toistaa lapsuuden
opettajilta saamia malleja, vaikka tiedostettuaan huomaisi niiden olevan
ristiriidassa tietoisen ajattelun kanssa (Cooney 1999). Eli vaikka tutkimuksen
tekeminen lisdsi tietoisuutta siitd, millaisia kysymyksid esitin oppilaille ja
pitdmieni tuntien vuorovaikutuksen rakenteesta, ei se tarkoita, ettd tietoisuus
suoraan kantaisi muutokseen toiminnassani. Siksi pitkittdistutkimus olisi
mielenkiintoista ja hyodyllistd toteuttaa.

Lukija Ioytdnee vyhtenevidisyyttd omien kokemusten ja tdmdn
tutkimuksen opettajaopiskelijan matematiikkaan liittyvien uskomusten seka
kokemusten vililld. Lukijan on mahdollista toteuttaa oma tutkimus taméan
tutkimuksen innoittamana ja rikastuttaa tutkimuskenttdd. Lisdksi tutkimus
herédttdnee matematiikan opettajien mielenkiintoa tarkastella uskomusten
ilmenemistd opetuksessa. Jos jokin edelld mainituista toteutuu, tutkimuksen
tutkijalle antaman annin lisdksi, on tutkimus saavuttanut tavoitteensa.
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LAHIKEHITYKSEN VYOHYKKEELLA: 4.-LUOKKALAISTEN
KOKEMUKSIA OSAAMISELTAAN ERITASOISEN PARIN

KANSSA TYOSKENTELYSTA MATEMATIIKASSA
Minna Muje

Johdanto

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden (2004) mukaan koulun
oppimisympadriston tulee ohjata oppilaita tyoskentelemddn ryhman jasenend.
Lisdksi koulun tyotapojen tulee kehittdd oppilaan sosiaalisia taitoja ja tukea
oppilaiden keskindisessd vuorovaikutuksessa tapahtuvaa oppimista. Erilaiset
ryhmé- ja parityot opettavat oppilaille tdrkeitda vuorovaikutustaitoja seka
parhaimmillaan tukevat ja syventdvit oppilaan ajattelua. Tamén vuoksi ne ovat
oleellinen osa koulun arkea ja tyotapoja. Saloviita (2009) suosittelee
ryhmatyoskentelyn aloitusmuodoksi pareittain tyoskentelemista.
Parityoskentelyd tulisi harjoitella koulussa pdivittdin, jotta oppilaat oppivat
tydtavan periaatteet ja tyoskentelystd tulee luontevaa.

Pari- ja ryhmatoitda suunnitellessaan opettaja joutuu pohtimaan ryhmiin
jakamisen perusteita. On tavallista, ettd oppilaat saavat valita parinsa tai
ryhménsa itse, mikd ei aina ole jarkevd toimintatapa (Saloviita 2009). Talloin
usein samat oppilaat tyoskentelevét jatkuvasti yhdessd, mika ei valttamatta ole
hedelmaillisintd sosiaalisten taitojen oppimisessa. Ryhmin jasenten osaaminen
saattaa olla samankaltaista, mikd taas saattaa haitata oppimista. Saloviidan
(2008) mukaan opettajan on aina muodostettava oppilasparit. Parien
muodostuksessa tulisi huomioida parien heterogeenisyys. Tyton ja pojan tulisi
mieluiten tyoskennelld pareina. Parien tulisi olla taidoiltaan eritasoisia, hyvid ja
heikkoja oppilaita ei tulisi yhdistdd omiksi pareikseen. Pareja tulisi vaihtaa
sddnnollisesti, jolloin oppilaat tottuvat hyvaksymddn opettajan tekemiit
valinnat.

Tamdn tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, miten oppilaiden
osaamiserot vaikuttavat parityoskentelyyn ja sen kokemiseen, kun tytpareina
on kaksi osaamiseltaan eritasoista oppilasta.

Kokemus on merkityksenantoa: mitd oppilaat ovat havainneet
paritydskentelystd ja minkd merkityksen he havainnoilleen antavat (Tikkanen
2008). Osaamiseron tarkastelussa kaytetddn klassista teoriaa lahikehityksen
vyohykkeestd (Vygotski 1982). Lahikehityksen vyohykkeelld tarkoitetaan
osaamisen tasoa, jonka lapsi kykenee saavuttamaan taitavamman ohjauksessa,
mutta ei vield itsendisesti. Oppimisen edetessd ldhikehityksen vyohyke
muuttuu tosiasialliseksi kehitystasoksi. Toisin sanoen yhteistyossd ja
ohjauksessa oppilas kykenee korkeampiin suorituksiin kuin itsendisesti. Se,
minkd lapsi osaa tehdd yhteistyossd, onnistuu hédneltd jatkossa itsendisesti.
Vygotskin (1982, 184 —186) mukaan hyvéa opetus kulkee aina kehityksen edelld
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ja suuntautuu siten ldhikehityksen vyohykkeelle. Nd&in ldhikehityksen
vyohykkeen merkitys koulusuoritusten kannalta on jopa tdrkedmpi kuin
oppilaan “todellisen” osaamisen taso. Toki yhteistydossd saavutettavaakin
suoritustasoa rajaavat oppilaan kehitystaso ja dlylliset mahdollisuudet - aivan
kaikkea ldhikehityksen vyohykkeen hyddyntdminenkdén ei mahdollista.

Menetelmai

Parityoskentelyd kokeiltiin 22 oppilaan perusopetusryhmissd neljannella
luokalla matematiikan oppitunnilla opetusharjoittelussa. Oppilaat jaettiin
taitotasonsa perusteella kolmeen ryhmddn: heikkoihin (7 oppilasta),
keskitasoisiin (8 oppilasta) ja taitaviin (7 oppilasta). Keskitasoisten ryhméaan
sijoitettiin myos oppilaat, joiden koulumenestys oli epdtasaista tai tiettyyn
ryhmdén sijoittaminen oli muuten hankalaa. Oppilaiden menestystd arvioitiin
erilaisten testien avulla, joita oppilaat olivat tehneet alkusyksyn aikana. Lis&ksi
havainnoitiin oppilaiden tuntitytskentelyé ja tehtdvissd suoriutumista.

Ryhmiin jaon perusteella muodostettiin oppilaspareja, joissa oli heikko ja
taitava oppilas tai kaksi keskitasoista oppilasta. Oppilaista muodostettiin 10
tytto-poika -paria ja yksi poikapari. Tutkimuksellisesti erityisen kiinnostavia
olivat heikkojen ja taitavien oppilaiden muodostamat parit, silld t&llaisen
muodostelman oletettiin mahdollistavan heikomman oppilaan toimimisen
omalla ldhikehityksen vyodhykkeellddn. Oppilasparin pulpetit siirrettiin
vierekkdin. Ndin parit tutustuivat toisiinsa ja tyoskentely tuli luontevammaksi
ennen varsinaista tutkimuskertaa. Varsinaisesta tutkimustilanteesta oli poissa
yksi oppilas, joten tutkimustilanne toteutettiin yhdessd kolmen hengen
ryhmiéssd ja yhdeksdssd kahden hengen ryhmaéssd. Kaikkiaan tutkimukseen
osallistui 21 oppilasta, joista heikkoja oli 6, taitavia 7 ja keskitasoisia 8. Heikon ja
taitavan oppilaan pareja oli 6, kahden keskitasoisen oppilaan pareja 3 ja yksi
kolmen oppilaan ryhmd, jossa oli kaksi keskitasoista ja yksi taitava oppilas.

Aineisto kerittiin matematiikan tunnilla. Tunnin alussa keskusteltiin siitd,
kuinka parin kanssa tyoskennellddn, kuinka paria voi mahdollisesti auttaa ja
kuinka ongelmia voidaan ratkoa yhdessd. Tdmédn jdlkeen parit saivat
samanlaiset tehtdvamonisteet (liite 1), joita ryhtyivit ratkaisemaan yhdessa
pohtien. Tehtdvit olivat esialgebraan liittyvid, pédétellen ratkaistavissa olevia
tehtdvid. Aiheet olivat tarkoituksella tavallisista matematiikan tehtdvista
poikkeavia, jotta oppilailla olisi pohdittavaa ja haastetta. Mekaaniset
rutiinitehtdvat  eivdat olisi  tarjonneet yhtd  hedelmaillistd  pohjaa
parityoskentelylle.

Parit tekivit tehtdvid tarvitsemansa ajan, noin 10-15 minuuttia. Tamdan
jalkeen tehtdvit kerdttiin pois, ja oppilaat vastasivat lyhyeen kyselyyn
tyoskentelystd (liite 3). Lopuksi oppilaat saivat kontrolloivan kotitehtdvan (liite
2), joka oli samantyyppinen kuin tunnilla tehty. Sen tarkoituksena oli selvittdd,
kuinka tunnilla parin kanssa mahdollisesti opitut uudet asiat jdivit mieleen ja
siirtyvéat kotitehtdviin. Tuloksissa kotitehtdvad ei kasitelld. Sekd tuntitehtadvat
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ettd kotitehtdvat ovat kirjasta Laskutaidon paripohdittavat 4 (Ilmavirta & Uus-
Leponiemi 2004).

Tulokset

Kyselyn mukaan ldhes kaikkien 21 oppilaan mielestd tydskentely sujuu melko
hyvin tai todella hyvin. Vain yksi oppilas on sitd mieltd, ettd tyoskentely sujuu
huonosti. Tama oppilas ei liene tayttanyt lomaketta tosissaan. Kuuden parin, 13
oppilaan, mielipiteet tehtdvien vaikeudesta ovat yhtenevid. Kahden heikon ja
taitavan oppilasparin, 4 oppilaan, mielipiteet eroavat: heikompi pitdd tehtavia
vaikeina ja taitavampi sopivina. Kahden samalla tavalla muodostetun parin, 4
oppilaan, mielipiteet eroavat pdinvastaisella tavalla.

Oppilaiden kokemus siitd, kuinka paljon he itse auttoivat, ja kuinka paljon
pari auttoi, vaihtelevat. Toisin sanoen toinen parista saattaa olla sitd mieltd, ettd
auttoi toista jonkin verran, kun taas toisen mukaan héntd ei autettu lainkaan.
Heikoista oppilaista puolet, 3 oppilasta, kokee, ettd pari auttoi heitd enemman,
kuin he itse paria. Kaksi heikkoa oppilasta kokee tilanteen tasa-arvoisena ja
yhden heikon oppilaan mukaan hidn itse auttoi paria enemmaén. Taitavista
oppilaista ldhes puolet, 3 oppilasta, on sitd mieltd, ettd he itse auttoivat paria
enemmdn kuin pari heitd. Loput nelja taitavaa oppilasta arvioi
auttamistilanteen tasapuoliseksi. Oppilaiden kokemukset auttamisesta on
esitelty taulukossa 1.

Taulukko 1. Auttaminen eritasoisten oppilaiden kokemana, n = 21

Auttamisen mééré oppilaiden kokemana
Pari auttaa Oppilas itse auttaa Oppilaspari auttaa
enemmén enemman toisiaan yhtd paljon
Heikko 3 1 2
oppilas
Keskitasoinen 1 3 4
oppilas
Taitava 0 3 4
oppilas
Yhteensd 4 7 10

Oppilaista 10 pitdd parityoskentelyd hyodyllisend. Naistd heikkoja on 1,
taitavia 3 ja keskitasoisia 6. Parityoskentelyd pitdd turhana 9 oppilasta, joista
heikkoja on 4, taitavia 3 ja keskitasoisia 2. Yksi taitava oppilas pitdd
paritydskentelyd hankalana. Yhden heikon oppilaan mielestd paritydskentely
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on sekd hyodyllistd ettd turhaa. Oppilaiden kokemukset parityoskentelyn
hyodyllisyydestd on esitelty taulukossa 2.

Taulukko 2. Paritydskentelyn hyodyllisyys oppilaiden kokemana, n = 21

Paritydskentelyn hyddyllisyys
Hyodyllista Turhaa Muu maininta
Heikko 1 4 hyo6dyllistd ja turhaa (1)
oppilas
Keskitasoinen 6 2
oppilas
Taitava 3 3 hankalaa (1)
oppilas
Yhteensa 10 9 2

Jatkossa parin kanssa haluaisi tyoskennelld 8 oppilasta, joista 1 on heikko, 3
taitavaa ja 4 keskitasoista. Oppilaista 8 ei haluaisi endd tyoskennelld parin
kanssa. Ndistd heikkoja on 4, taitavia 2 ja keskitasoisia 2. Oppilaista 3 ei tied4 tai
ole varma halustaan tydskennelld parin kanssa jatkossa. Yksi oppilas on valmis
tyoskentelemddn jatkossa parin kanssa vdlilld. Kaksi oppilasta asettaa
parityoskentelylle ehtoja, kuten ettd parin saa valita itse tai ettd saa tyoskennella
samaa sukupuolta olevan parin kanssa. Oppilaiden halukkuus tydskennelld
parin kanssa jatkossa on esitelty taulukossa 3.

Taulukko 3. Halu tyoskennelld pareittain jatkossa, n = 21

Parityoskentely jatkossa
Kylla Ei Muu maininta

Heikko 1 4 Ei ole varma (1)

oppilas

Keskitasoinen 4 2 Fi tiedd (1)

oppilas Riippuu parista (1)

Taitava 3 2 Valilla (1)

oppilas Samaa sukupuolta
olevan kanssa (1)

Yhteensa 8 8 5
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Oppilaiden kokemuksia parityosta

Tamdn tutkimuksen tavoitteena oli selvittdd, miten oppilaat kokevat
paritydskentelyn osaamiseltaan eritasoisen parin kanssa. Tutkimuksessa ilmeni,
ettd oppilaat kokevat parityoskentelyn pddosin sujuvaksi tavaksi tyoskennelld.
Kuitenkin ldhes puolet oppilaista pitdd parityoskentelyd turhana. Huomattavaa
on, ettd suurin osa heikoista oppilaista ajattelee ndin, joten ehkd he eivit
hyotyneet taitavamman tuesta niin paljon kuin odotettiin.

Heikoista oppilaista suurin osa kokee, ettd pari auttaa heitd enemmaén kuin he
paria. Vastaavasti ldhes puolet taitavista oppilaista kokee auttavansa paria
enemmadn kuin pari heitd. Tamankaltaiset erilaiset kokemukset heikkojen ja
taitavien oppilaiden vililld olivat odotettavissakin. Mielenkiintoista on, ettd
vaikka heikot oppilaat kokevat tulleensa autetuksi, he silti kokevat tyttavan
turhaksi. On mahdollista, ettd oppilaat eivdt ole harjaantuneet toisen
tarkoituksenmukaiseen auttamiseen ja oman ajattelun selvittamiseen toiselle,
jolloin taitavankaan oppilaan tuki ei hyddytd heikkoa oppilasta. Tamédn vuoksi
paritydskentelya tulisi harjoitella oppilaiden kanssa ja kehittdd edelleen.

Myos taitavilla oppilailla esiintyy muutamia mainintoja, joissa
parityoskentely koettiin turhaksi tai hankalaksi. Ndin ollen taitavat oppilaat
eiviat vilttamattd aina hyody siitd, ettd pddsevdt “opettamaan” toista ja
selittdmddn omaa ajatteluaan. Omien havaintojeni perusteella ndyttdisi siltd,
ettd useassa tapauksessa heikon oppilaan puutteelliset sosiaaliset taidot tai
esimerkiksi keskittymisvaikeudet estdvét sujuvan paritydskentelyn. Mielestéani
tallaisessa tilanteessa vastuuta ei voi vierittdd taitavalle oppilaalle ja
tuudittautua siithen ajatukseen, ettd tdméa pddsee harjoittamaan omia sosiaalisia
taitojaan ja opettajan ominaisuuksiaan. Heikon oppilaan sosiaalisten taitojen
kehittdminen ei voi olla taitavan oppilaan tehtdvd, vaan hénelldkin tulisi olla
oikeus keskittyd opeteltavaan asiaan.

Miten ohjaisin parityoskentelyd?

Tietenkddn parityoskentelyd ei ole syytd unohtaa, vaikka luokassa olisikin
oppilaita, joille yhteistyd tuottaa hankaluuksia. T&lloin tyopareja on vain
vaihdettava sdannollisesti, kuten Saloviita (2009) suosittaa, ja huolehdittava
riittdvdn tuen saamisesta. Opettaja voi mahdollisuuksien mukaan keskittyd
auttamaan enemman sellaista paria, jolla sosiaalisten taitojen harjoitteleminen
on keskeistd. Lisdksi mielestdni voisi olla hyddyllistd, ettd taitava oppilas saisi
vdlillda parikseen toisen taitavan, jotta opetus tarjoaisi taitavillekin oppilaille
haastetta. Itse siis vaihtelisin pareja siten, ettd valilld tyoskennelldan
samantasoisen ja vdlilld eritasoisen parin kanssa, vaikka Saloviidan (2009)
mukaan ndin ei tulisi tehdd. Mielestdni on kohtuullista tarjota taitaville
oppilaille vélilla haasteita ja mahdollisuuksia kehittdd omaa ajatteluaan
pidemmaille vertaisen kanssa sen sijaan, ettd taitava oppilas on aina
apuopettajan roolissa.
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Hieman alle puolet oppilaista haluaisi jatkossakin tyoskennelld parin
kanssa. Vastaava osuus oppilaista puolestaan ei haluaisi. Ndistd oppilaista
valtaosa on heikkoja. Taméan perusteella vaikuttaisi siltd, ettd heikot oppilaat
kokevat hyotyvansd parityoskentelystd vahiten, vaikka parityon pitdisi tukea
nimenomaan heikkojen oppilaiden toimintaa ldhikehityksen vyohykkeelld. Voi
olla, ettd ddritilanteessa taitavampi oppilas vie tehtdvdd eteenpdin heikomman
roikkuessa perdssd ja kopioidessa vastauksia taitavammalta. Talloin
parityoskentely ei tietenkddn tue heikon oppilaan ajattelua. Toisaalta heikolle
oppilaalle voi olla vaikeaa myontdd, ettd parista on apua, minkéa vuoksi tulokset
vadristyvéat negatiivisiksi. Lisdksi kielteiseen asenteeseen saattaa vaikuttaa se,
ettd opettaja on méarannyt parit.

Osa oppilaista asettaa ehtoja halulleen tyoskennelld parin kanssa jatkossa.
Oppilaat haluaisivat valita parin itse tai tyoskennelld samaa sukupuolta olevan
parin kanssa. Mielestdni tamd kertoo siitd, ettd oppilaat eivat ehkd ole tottuneet
parityoskentelyyn, ja sitd on edelleen harjoiteltava. Selvasti oppilailla oli myos
vaikeuksia hyviksyd, ettd opettaja padttdd parit, mikd on Saloviidankin (2009)
mukaan tottumuskysymys.

Tutkimus osoittaa, ettd parityoskentely vaatii harjoittelua, seurantaa ja
kehittdmistd onnistuakseen. Osa oppilaista kokee hyottyvédnsd ja saavansa
pariltaan apua, mutta osa kokee tyoskentelyn turhaksi. Erityisen paljon
kielteisid kokemuksia on heikoilla oppilailla. Uskon, ettd jdrjestelmalliselld
harjoittelulla ja kehittdmiselld asenteet parityoskentelyd kohtaan muuttuisivat
myonteisemmiksi. Pareittain tyoskentely tarjoaa hyvat mahdollisuudet kehittaa
oppilaan ajattelua ja sosiaalisia taitoja. Erilaisia paritydsovelluksia on
lukemattomia. Niitd kokeilemalla ja kehittdmailld voidaan parityoskentelysta
tehdd luonteva ja toimiva osa opetusta ja oppimista.
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Liite 1

Nimi:

60

A+A+A+A=48

B-B+B=72

C-C+C:C=50

D-D+D-D=50

Selvitd mitkd luvut sopivat kirjainten
A, B, C, D ja E paikalle!

100—E-E=19
Liite 2
Nimi:
A+12<20 Selvitia mitkd ovat suurimmat mahdolliset kokonaisluvut,
jotka sopivat kirjainten A, B, C, D ja E paikalle!
B-10<10
Vastaus:
C-3<20 A=
B =
D-2+6<20 C=
D=
E-3-6<10 E=
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Liite 3

Nimi:

Tehtavit olivat minusta
[ helppoja
[ sopivia
[ vaikeita

Tyoskentely parin kanssa sujui
[ todella hyvin
[1 melko hyvin
[1 huonosti

Autoin pariani
[ paljon
[ jonkin verran
[ vahdn
[1 en ollenkaan

Parini auttoi minua
[ paljon
[ jonkin verran
] vahan
[] ei ollenkaan

Parintydskentely oli minusta
[ hyodyllista
[1 turhaa
[1 hankalaa

Haluaisin jatkossakin tydskennelld parin kanssa
O kylla
O en
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Kertolaskun kombinatoriikkaa
Pirjo Tikkanen

Ongelma: Kuinka monta erilaista kahden kokonaisluvun kertolaskua (tuloa)
voidaan saada, kun kertolaskun vastaus (lukujen tulon arvo) on 9 000?
Tulontekijat voivat olla yksi- tai useampinumeroisia. Tulontekijoissd on
ensimmdisend numero 1, 3 tai 9 ja yksi tai useampia nollia.

Ongelma kertolaskun kombinaatioista sopii kolmasluokkalaisille, kun on
kasitelty 10:114, 100:lla ja 1000:lla kertomista. Ongelmassa puhutaan
kertolaskusta ja sen vastauksesta tai tulosta ja tulon arvosta sen mukaan, miten
oppilaat tuntevat ndita nimityksia.

Ongelmaa ratkaistaessa toteutuvat monet tavoitteet:

¢ ongelma mahdollistaa tutkivan oppimisen: Miten monta tuloa voidaan
muodostaa, kun tulon arvo tunnetaan

¢ ongelma ohjaa arvioimaan mahdollisten tulojen lukumaéraa ja
perustelemaan niitd

¢ ongelma syventdd oppilaiden ymmarrysta tehtdvan ehtojen merkityksests ja
ohjaa oppilaita kdyttdméaan useita tehtdvan ehtoja samanaikaisesti

¢ ongelma varmentaa luku- ja numero-késitteen erottamista

¢ ratkaisujen lukumé&dra monipuolistaa ndkemysta siitd, ettd matematiikassa
olisi vain yksi oikea vastaus tai ongelma voidaan ratkaista vain yhdelld
tavalla

¢ ratkaisun visualisointi tarjoaa esteettisen elimyksen matematiikasta

Aluksi oppilaat lukevat ongelman hiljaa itsekseen useaan kertaan, minka
jilkeen he lukevat sen luokkatoverilleen &dneen. Koska joidenkin
kolmasluokkalaisten ymmartdava lukutaito saattaa olla vield orastavaa, opettaja
lukee ongelman hitaasti ddneen. Lukemisen jdlkeen oppilailla tulee olla
mahdollisuus tehdd tarkentavia kysymyksid. Ne paljastavat, miten oppilaat
ymmartdaviat ongelman matemaattista kieltd. Oppilaiden esittdmid kysymyksia
pohditaan luokan kanssa yhdessd antamatta vastausta suoraan. Sitten oppilaat
arvioivat tulojen lukumaédrdn, joka merkitddn muistiin ja perustellaan omin
sanoin.

Ennakoituaan tulojen lukumddrdn oppilaat ratkaisevat ongelmaa
itsendisesti tai pareittain. Oppilaiden yksilollisen tyoskentelyn tai parityon
havainnointi paljastaa, miten eri tavoin ja miten eritasoisesti oppilaat
kasittelevat ongelmaa. Jotkut oppilaat keksivét satunnaisia kertolaskuja, joiden
tulon arvo on 9 000. Jarjestelmallisesti ajattelevat oppilaat ensin luetteloivat
ehtojen sallimat luvut, minka jalkeen he kokeillen etsivit sopivat tulot.

Oppilaat  esittelevdat  ratkaisujaan  ldhimmille  vierustovereilleen
pienryhmadssd. Pienryhmit valitsevat koko luokalle esiteltdviksi ratkaisun,
jossa on loydetty eniten oikeita tuloja. Koko luokalle esitetyt ratkaisut
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herdttavat oppilaissa  pohdintaa ratkaisuprosessin jdrjestelmallisesta
etenemisestd.

Visuaalinen lukujoukkojen muodostaminen tukee moniehtoisen ongelman
ratkaisemista: Ensiksi luetteloidaan allekkain kaikki mahdolliset luvut; 1, 10,
100, 1 000, 3, 30, 300, 3 000, 9, 90, 900 ja 9 000. Kirjoitetaan viereen toinen
lukujoukko, jossa on samat luvut kuin ensimmadisessd. Ndiden kahden joukon
luvuista yhdistetddn viivalla ne, joiden tulon arvo on 9 000 (ks. kuviota 1).

Lukuja yhdistédvistd viivoista on konkreettisesti laskettavissa, ettd ehtojen
tayttavid tuloja on 12 erilaista. Lopuksi kirjoitetaan kaikki tulot, joiden arvo on 9
000. Oppilaat arvioivat ongelman ratkaisun alussa tekemé&édnsa ennakkoarvioita
tulojen maddrdstd ja tutkimuksen tuloksena saatua tulosta. Heitd ohjataan
vertaamaan ennakkoarvion perusteluja ja tehtyd tutkimusta tulojen
lukuméarasta.

Ongelman  visuaalinen  ratkaisu  siivittdd  kolmasluokkalaisten
mielikuvitusta: He antavat erilaisia merkityksid kuviolle, esimerkiksi perhonen.
Innoissaan oppilaat varittdvat ja tdydentdvét ratkaisun mielikuvansa mukaan
vaikkapa lentdvdksi luku- tai tuloperhoseksi. Mielikuvat eldvoittavat ja
syventdvat oppimista Tamas Vargan mukaan.

1 1
10 10
100 100
1000 1000
3 3
30 30
300 300
3000 3000
9 9
90 90
900 900
9000 9000

Kuvio. Kertolaskun kombinatorisen ongelman visuaalinen ratkaisu

Ratkaisun visuaalinen muoto nostaa

esiin  myo0s

ratkaisussa olevan

sdadannonmukaisuuden, jossa kaikki tekijdt kdytetddn tdsmailleen yhden tulon
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muodostamiseen ja ndin jdrjestettynd parit 1oytyvat aina symmetrisesti yhta
kaukana listan keskustasta. Sama symmetrinen kuvio syntyy my®ds, jos luvut
asetetaan listaan suuruusjdrjestyksessd. Sama symmetria loydetddn millad
tahansa tekijoihin jaolla, jolloin esimerkiksi luvun 6 tekijoitd voidaan kasitelld
samalla tavalla.

Oppilaat voivat kokeilla, toimiiko symmetria aina kdytetylld jarjestykselld.
Oppilaiden edellytysten mukaan voidaan pohtia, onko tehtdvassd riittavasti
ehtoja, jotta aina paadyttdisiin vain 12 erilaiseen ratkaisuun. Esitetty ongelma
perustuu kolmasluokkalaisten tuntemiin luonnollisiin lukuihin, jota ei
kuitenkaan ongelmassa eksplisiittisesti ilmaista. Mahdollisten ratkaisujen
médrd on suurempi, jos hyvaksytdan esimerkiksi negatiivisten kokonaislukujen
ja rationaalilukujen kaytto. N&din ongelmaa voidaan kéayttdd soveltaen
ylemmilldkin luokka-asteilla.









